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Wstep

Dokumentacja przechowywana w archiwach panstwowych spo-
strzegana jest w powszechnym odbiorze jako zrodlo informacji
o przesztosci interesujace historykéow i przedstawicieli nauk po-
mocniczych historii. Same archiwa jawia sie w tym schemacie
jako miejsce pracy uczonych reprezentujacych przede wszyst-
kim te galezie wiedzy. Tymczasem, dokumentacja znajdujaca sie
we wspomnianych instytucjach jest tak bogata i réznorodna, ze
przedstawiciele bardzo wielu dyscyplin moga znalez¢ w niej inte-
resujace informacje z zakresu swojej specjalno$ci. W 2023 roku dr
Marek Szczepaniak z gnieznieniskiego Oddziatu Archiwum Pai-
stwowego w Poznaniu wyszed! z pomystem zwrécenia uwagi na
warto§¢ dokumentacji archiwalnej takze dla matematykow. Po-
stanowil on zaprezentowaé znajdujace sie w zgromadzonych tam
aktach, maturalne zadanie matematyczne, z ktérymi zmagali sie
absolwenci gimnazjéw w drugiej potowie XIX i na poczatku XX
wieku.

Poczatkowo dr Szczepaniak zwrocil sie do nauczycieli ma-
tematyki z wielkopolskich szkot — Agaty Ignaczak, Kamilli
Stachowiak, Karoliny Tomczak, Kamila Kuznika, Kamil-
li Sadowskiej oraz Aurelii Tyckiej—Witek. Podjeli sie oni
zredagowania oryginalnych prac uczniow i ich rozwiazaii. Nastep-
nie dr Szczepaniak zwrocit sie do studentéw zrzeszonych w Kole
Naukowym Matematykéw Uniwersytetu im. Adama Mickiewicza
w Poznaniu. Studenci postanowili samodzielnie opracowa¢ zada-
nia i ich rozwigzania we wspélczesnym jezyku matematycznym.
Czasem sprowadzalo sie to do zreferowania rozwiagzania maturzy-
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sty sprzed wieku, jednak w wielu przypadkach jego rozumowanie
trzeba bylto poprawié¢ lub tez uwspolczesni¢. Opieki merytorycz-
nej podjeli sie pracownicy Wydziatu Matematyki i Informatyki
UAM oraz Uniwersytetu WSB Merito w Poznaniu: prof. UAM
dr hab. Malgorzata Bednarska—Bzdega, prof. UAM dr
hab. Wojciech Dybalski, dr Jedrzej Garnek, prof. UAM
dr hab. Michal Jasiczak, dr Jolanta Marzec—Ballesteros,
dr Piotr Mizerka, dr Pawel Placzek, dr Adam Przestacki
oraz dr Katarzyna Taczala. Nadzor z ramienia pracownikéw
prowadzit dr Jedrzej Garnek, za$ z ramienia studentéw — Adrian-
na Smoliriska. W catym procesie pomagal dr Szczepaniak, ktory
oprocz przeprowadzenia kwerendy, odczytal wystepujace w ma-
teriale zrédlowym polecenia do zadan oraz komentarze uczniéow
i nauczycieli oceniajacych prace egzaminacyjne.

Uczestnicy projektu wybrali zadania sposréd 82 znajdujacych
sie na kartach 24 poszytow z zespotu archiwalnego Panstwowego
Gimnazjum i Liceum Bolestawa Chrobrego w Gnieznie. Poszy-
ty te zawieraly zestawy prac pisanych przez abiturientéw w la-
tach 1892 — 1914. Do zadan rozwigzywanych przez maturzystow
gnieznienskich dotaczono réwniez prace uczniéw szkoly w Trze-
mesznie. Tamtejsze gimnazjum zostalto zlikwidowane przez wta-
dze pruskie w ramach represji za udzial mtodziezy w Powstaniu
Styczniowym. Na jego miejsce utworzono gimnazjum w Gnieznie.
Po kilku latach szkota trzemeszeriska uzyskata status progimna-
zjum, szkoly nieposiadajacej najwyzszej programowo klasy ma-
turalnej. Wybrane trzemeszenskie prace maturalne i prace pisane
podczas egzaminu koriczacego nauke w progimnazjum pochodza
z lat 1851 — 1895. W polaczeniu z materialem gnieznieriskim po-
zwala to na przesledzenie ewolucji wymagan podczas egzaminu
maturalnego w dtuzszym okresie czasowym. Poréwnanie prac z
egzaminu koncowego w trzemeszenskim progimnazjum i matu-
ralnych z gimnazjum w Gnieznie pozwala takze na zauwazenie
réznic programowych miedzy ostatnia a przedostatnia klasa dw-
czesnej szkoly Sredniej.



Kadra nauczycielska Gimnazjum Krélewskiego w Gnieznie w ro-
ku szkolnym 1912/1913

Po roku pracy mozemy odda¢ w Wasze rece zbior trzydziestu
zadan z matur sprzed wieku. Liczymy, ze publikacja zainteresu-
je nauczycieli matematyki, uczniéw zainteresowanych Kroélowa
Nauk, a takze wszystkie osoby, ktore zastanawiaja sie, czy zda-
tyby mature z dawnych czaséw. W naszym zbiorze znalez¢ mozna
zaréwno zadania, ktére mogltyby pojawié sie na maturze podsta-
wowej (np. te dotyczace rachunkéw na procentach), jak i takie,
ktore dotycza wspolczesnie zapomnianych dziedzin matematy-
ki, takich jak geometria sferyczna. W pierwszej czesci ksigzki
omawiamy tryb przeprowadzania éwczesnych matur oraz oma-
wiamy przykladowa mature z 1908 r. Dalsze rozdzialy zawieraja
zadania z réznych matur podzielone tematycznie na zadania z
algebry, geometrii planarnej, stereometrii, geometrii sferycznej,
a takze zadania z kontekstem fizycznym. Siodmy rozdzial ksigz-
ki poswiecony jest zadaniom 7z gimnazjum w Trzemesznie. Za-
decydowali$my o oddzieleniu ich od reszty zadan, jako ze sa one
prostsze od innych — byty bowiem przeznaczone dla innego etapu
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edukacji. Ksigzke koriczymy dodatkiem dotyczacym tablic loga-
rytmicznych oraz suwaka logarytmicznego.

Matury sprzed wieku to z pewnoscig zZrédto wielu ciekawych
historii, i nie wszystkie z nich udato nam sie odkry¢. Przegladajac
rozwiazania, kilkakrotnie przeprowadziliémy ,,dochodzenie” doty-
czace abiturientow. Jak sie okazuje, cze$é z nich odegrata pdiniej
znaczace role w historii naszego regionu. Ich dzieje przyblizamy
w ramkach umieszczonych pod niektérymi zadaniami, wraz ze
skanami niektorych ich rozwigzar. Biografie piszacych matury
przygotowal dr Marek Szczepaniak. Aby utatwié¢ lekture uczniom
oraz osobom, ktérym brakuje podstaw matematycznych, przy-
pomnieliSmy w ramkach niektoére z faktéw oraz pojeé zastosowa-
nych w rozwiazaniach. W kilku miejscach komentujemy réwniez
rozwigzanie ucznia i inne zwigzane z zadaniem ciekawe fakty.

Jak wynika z powyzszego tekstu, w przygotowanie niniejszej
ksiazki zaangazowanych byto co najmniej kilkanascie oséb. Ser-
decznie dziekujemy wszystkim za po§wiecony czas i zyczymy sa-
tysfakcji z uzyskanego efektu!

dr Marek Szczepaniak, dr Jedrzej Garnek
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O maturze
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Tryb przeprowadzania egzaminu
maturalnego w gimnazjum pruskim
na przetomie XIX i XX wieku.

Wprowadzenie. W dotychczasowych badaniach nad trybem
przeprowadzania egzaminu maturalnego z matematyki w szko-
tach na ziemiach polskich zaboru pruskiego koncentrowano sie
przede wszystkim na okresie pierwszej potowy XIX w. Na szcze-
goblna uwage zastuguje artykul Stanistawa Domaradzkiego i Ka-
roliny Karpiniskiej na temat egzaminéw maturalnych z matema-
tyki od XVIII do poczatku XX wieku.[6] Autorzy szczegotowo
omawiaja okolicznosci wprowadzenia egzaminéw maturalnych i
ich ewolucje do lat 80. XIX w. Drugim watkiem skupiajacym
ich uwage jest poréwnanie matury pruskiej do matury polskiej w
okresie II Rzeczypospolitej. Natomiast do§¢ pobieznie oméwiono
konicowe egzaminy z matematyki przeprowadzane na przetomie
XIX i XX wieku, zwtaszcza po wprowadzeniu nowych zasad w
1883 1., 0 czym autorzy zaledwie wspomnieli. [6, str. 184]

Procedury egzaminacyjne. Procedura egzaminu matural-
nego przeprowadzanego w gnieznieniskim gimnazjum od lat osiem-
dziesiagtych XIX w. do konca okresu pruskiego oparta byta na re-
gulaminie rozestanym do szkét przez Krélewskie Prowincjonalne
Kolegium Szkolne w Poznaniu (dalej: KPKS) w styczniu 1882.[9]
Wprowadzone wowczas zasady obowiazywaé mialy od egzami-
néw przeprowadzonych w terminie wielkanocnym 1883 r. Prze-
stany dokument regulowal tryb przeprowadzania egzaminéw w
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réznych typach szkot — gimnazjach, progimnazjach, gimnazjach
realnych, progimnazjach realnych, wyzszych szkotach miejskich.
W czesci przeznaczonej dla gimnazjow, w pierwszym paragrafie,
regulamin stwierdzal, ze celem egzaminu koricowego jest stwier-
dzenie, czy uczen osiagnal poziom wiedzy bedacy celem gimna-
zjum. ' W dalszej czeci stwierdzano, ze prawo przeprowadzenia
egzaminu posiadaja wszystkie szkoty, ktore zostaty do tego upo-
waznione przez odpowiedniego ministra. Regulamin wymieniat
zakres wiedzy z poszczegdlnych przedmiotéw nauczania, ktéry
podlegal weryfikacji. Otrzymanie pozytywnych ocen ze wszyst-
kich przedmiotéw upowaznialo absolwenta do uzyskania $wia-
dectwa dojrzalosci. Z zakresu matematyki przystepujacy do eg-
zaminu zobowiazany byl udowodni¢, ze opanowal arytmetyke az
do rozwiniecia twierdzenia o dwumianie, algebre az do réwnan
drugiego stopnia wlacznie, posiada wiedze z zakresu trygonome-
trii oraz, ze nabyl wystarczajaca praktyke w stosowaniu naby-
tej wiedzy do rozwiazywania prostych zadan. Zakres wymaganej
wiedzy z zakresu fizyki, jakiego wymagano od absolwenta gim-
nazjum, okreslony byt do$¢ ogélnikowo. Wykazaé on sie musial
znajomoscig zasad i praw réwnowagi i ruchu cial, ciepta, magne-
tyzmu i elektrycznosci, dZzwieku i §wiatla. Wymieniony zakres
wymagain z zakresu przedmiotéw Scistych dotyczyt uczniow gim-
nazjow klasycznych.

Egzamin maturalny przeprowadzany byl przez Komisje Eg-
zaminacyjna. Na jej czele stal Komisarz Krolewski powotywany
przez KPKS sposréd wlasnych czlonkéw i zajmujacy sie w cig-
gu roku sprawami danej szkoty. Opréocz niego w sktad Komisji
wchodzili dyrektor gimnazjum oraz nauczyciele uczacy w naj-
wyzszej programowo klasie. Do roku szkolnego 1904/1905 naj-
wyzsza programowo klasa byly Prima (klasa pierwsza), a w ko-
lejunych latach Ober Prima (klasa pierwsza wyzsza). Nizsze klasy
kolejno stanowity: Unter Prima (klasa pierwsza nizsza), Ober Se-
cunda (klasa druga wyzsza), Unter Secunda (klasa druga nizsza),

W dokumencie na okreslenie koncowego egzaminu uzywano wyrazenia
Entlassungspriifung”
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Ober Tertia (klasa trzecia wyzsza), Unter Tertia (klasa trzecia
nizsza), Quarta (klasa czwarta), Quinta (klasa piata) i najnizsza
programowo Sexta (klasa szosta). Jeszcze przed wprowadzeniem
podziatu na Prime Wyzsza i Prime Nizsza, nauczanie w klasie
pierwszej trwato dwa lata. Paragraf 5 regulaminu postanawial,
ze uczen przystapi¢ moze do egzaminu konicowego nie wczesniej
niz w czwartym okresie dwuletniego okresu nauczania. Podanie
o dopuszczenie do egzaminu sktadano pisemnie na rece dyrekto-
ra szkoly na trzy miesiagce przed egzaminem. Przyjecie do gru-
py o0s6b dopuszczonych do egzaminu nastepowalo na podstawie
decyzji KPKS podjetej na jednomy$lny wniosek nauczycieli na-
lezacych do komisji egzaminacyjnej. Jesli zgodnie z jednomy$lng
decyzja nauczycieli uczen nie osiggnal jeszcze wymaganego po-
ziomu wiedzy i dojrzalosci, dyrektor mial obowiazek odradzié
mu przystapienie do egzaminu i zlozy¢ odpowiednie o§wiadcze-
nie rodzicom lub ich przedstawicielom.

Terminy. Rok szkolny w gimnazjum rozpoczynal sie dwuty-
godniowymi feriami wielkanocnymi ktére mialty miejsce na prze-
tomie marca i kwietnia, w zaleznosci od daty Wielkanocy. Za-
jecia, ktére wznawiano na ogél tydzienn po swietach, trwaly do
tygodniowych ferii w dni przypadajace blisko §wieta Zestania Du-
cha Swigtego (Zielone Swiatki). Swigto przypada zawsze 49 dni
(7 tygodni) po niedzieli wielkanocnej. Nauka, ktora rozpoczyna-
la sie po Zielonych Swiatkach trwata do poczatku lipca, kiedy to
rozpoczynaly sie miesieczne wakacje letnie (tzw. ,zniwne”). Przez
wiekszosci sierpnia i wrze$nia ponownie trwaly zajecia szkolne.
Na przelomie wrzeénia i pazdziernika rozpoczynala sie dwuty-
godniowa przerwa tzw. ,Swietomichalska”. Lekcje wznawiano w
polowie pazdziernika. Konczyty sie one kilka dni przed Bozym
Narodzeniem. Przerwa w nauce trwala do 6 stycznia wlacznie,
czyli do $wieta Trzech Kroéli. Zajecia rozpoczete na poczatku
stycznia konczyly sie okoto dwa tygodnie przed Wielkanoca, kie-
dy to nastepowaly kolejne ferie.

Egzamin konicowy organizowano w ciagu roku szkolnego dwu-
krotnie. Egzaminy w tzw. terminie ,$§wietomichalskim” na po-
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czatku wrzesnia, tj. na koniec pierwszego semestru tzw. letnie-
go i w terminie ,wielkanocnym”, ktéry najczesciej mial miejsce
na przelomie stycznia i lutego — pod koniec semestru zimowego.
Wszystkie daty roku szkolnego zalezaly w duzej mierze od daty
Wielkanocy.

Egzamin maturalny skladat sie z dwoch czesci — pisemnej i
ustnej. Czes¢ lingwistyczng egzaminu pisemnego stanowity wy-
pracowanie w jezyku niemieckim i tacinskim, ttumaczenie z jezy-
ka niemieckiego na jezyk taciriski, ttumaczenie z jezyka greckiego
na niemiecki. W cze$ci matematycznej uczeri mial do wyboru je-
den z trzech zestawow zadan, z ktorych kazdy zawieral cztery
zadania, po jednym z planimetrii, stereometrii, trygonometrii i
algebry. Zalecano jednoczesnie, by jedno z zadan matematycz-
nych bytlo tak skonstruowane, by dawato uczniowi mozliwos¢ wy-
kazania sie znajomoscig praw fizycznych. [10, § 6 pkt 2]

Uczniowie przystepujacy do egzaminu w tym samym terminie
otrzymywali te same zadania. Regulamin zalecal, by ich rodzaj
i stopien trudnosci w niczym nie przekraczal poziomu materiatu
realizowanego w czasie zaje¢ Primy. Z drugiej strony powinny
one by¢ tak sformutowane by nie byly zbyt podobne do przero-
bionych na lekcjach. Praca ucznia podczas egzaminu nie powinna
ograniczac¢ sie do odtworzenia prac wykonanych w czasie zajeé,
lecz by¢ mozliwie samodzielna. Nauczyciel uczacy w najwyzszej
programowo klasie danego przedmiotu, przedstawial dyrektoro-
wi szkoly pytania egzaminacyjne z tego zakresu do zatwierdze-
nia. Z matematyki, nauczyciel przygotowywal trzy zestawy po
4 zadania w kazdym zestawie.[10, §7 pkt 5. Por. §6] Propozycje
zadan przesylane byly do Komisarza Kroélewskiego. Ten po doko-
naniu wyboru, zwracatl je opieczetowane. Komisarz méglt wybraé
inne, niz przekazane mu propozycje zadan. Jezeli pojawily sie
jakiekolwiek watpliwosci co do proponowanych zadan, Komisarz
mial prawo wyznaczy¢ inne zadania ze wszystkich, lub tylko z
poszczegblnych przedmiotéow. Do szezegolnych obowigzkow Ko-
misji Egzaminacyjnej, a w szczegdlno$ci do dyrektora szkoty i
nauczycieli uktadajacych pytania, nalezato zachowanie ich tresci
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w tajemnicy, az do momentu rozpoczecia egzaminu. Regulamin
podkreslat dodatkowo, ze nalezy tez unika¢ wszelkich sugestii na
temat tresci zadan. [10, §7 pkt 8]

Przebieg egzaminu. Przebieg egzaminu konicowego regulo-
wal §8 regulaminu. Zgodnie z nim, egzamin pisemny odbywatl sie
w odpowiedniej sali gimnazjum pod stalym nadzorem nauczy-
cieli, cztonkéw Komisji Egzaminacyjnej wyznaczonych przez dy-
rektora. Na kazde z dwoch wypracowan (z jezykow niemieckiego
i lacinskiego) oraz na prace z matematyki nalezalo przeznaczy¢
pieé¢ godzin porannych. W przypadku wypracowan jezykowych,
mozna byto w razie potrzeby, przekroczy¢ termin o p6t godziny.
Egzamin nie moégt by¢ przerywany. Egzamin matematyczny moégt
by¢ podzielony na dwie czesci, przy czym wyznaczano zadania,
ktory powinny by¢ rozwiazane w kazdej z czedci. Obydwa eta-
py egzaminu rozdzielone byly przerwa na wypoczynek. Oprécz
stownikow laciniskiego, greckiego i hebrajskiego oraz tablic loga-
rytmicznych z matematyki, niedopuszczalne byto wnoszenie do
sali egzaminacyjnej innych pomocy. Kazdy z egzaminowanych,
ktory ukonczyt swoja prace mial obowiazek oddaé ja nauczycie-
lowi prowadzacemu i opusci¢ sale. Kto nie ukonczyt swojej pra-
cy po uplywie wyznaczonego czasu powinien odda¢ ja w stanie
nieukonczonym. W kazdym przypadku nalezalo takze zwroécié
notatki sporzadzone w trakcie egzaminu, niezaleznie od tego czy
zostaly wykorzystane podczas pracy, czy nie. Kazdy uczen, ktéry
podczas egzaminu korzystat z niedozwolonych pomocy albo do-
puscil sie préby oszustwa, jak réowniez kazdy, kto mu w tym po-
magal, zostawal wykluczony z dalszej czesci egzaminu. Jesli wy-
kroczenie to zostaloby wykryte dopiero po ukoriczeniu egzaminu,
jego swiadectwo koricowe podlegato zatrzymaniu. Osoby ukarane
w ten sposob nalezalo w trakcie powtarzania egzaminu trakto-
wac jak abiturientéw, ktorzy egzaminu nie zdali. Kto dopuscit sie
wykroczenia podczas powtarzania egzaminu moégt by¢ wykluczo-
ny ze zdawania matury. Sprawa nie nalezala jednak do prostych
lub czesto stosowanych, bowiem decyzje taka moéglt wydaé je-
dynie wlasciwy minister. Wszelkie dzialania zwigzane z podjeta
przez ucznia préoba oszustwa, dyrektor i nauczyciele — cztonko-
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wie Komisji Egzaminacyjnej, podejmowali przed przystapieniem
do egzaminéw ustnych. Dyrektor szkoty miat wyraznie wskazany
obowiazek zwroci¢ uwage wszystkim przystepujacym do egzami-
nu na punkty regulaminu dotyczace wspomnianych wykroczen.
Powinien to zrobié¢ przed rozpoczeciem pierwszego egzaminu pi-
semnego.

Ocena prac. Kazda prace w pierwszej kolejnosci sprawdzat
nauczyciel przedmiotu. Stwierdzone bledy zaznaczal wskazujac
ich rodzaj i znaczenie. Nastepnie oceniana byla wartosé pracy
w zestawieniu z wymaganiami egzaminacyjnymi. Prace oceniano
wedlug czterech stopni:

e sehr gut (bardzo dobry),

e gut (dobry),

e geniigend (wystarczajacy),

e ungeniigend /nichtgeniigend (niewystarczajacy).

Do pisemnego podsumowania pracy nalezato doda¢ informacje o
osiggnieciach ucznia w czasie zaje¢ klasowych. Jednakze nie mo-
gly one mieé¢ wplywu na ocene pracy egzaminacyjnej. W dalszej
kolejnosci prace przekazywane byly cztonkom Komisji Egzami-
nacyjnej. Podczas zwotanej przez dyrektora narady zestawiano
oceny poszczegdlnych prac oraz podejmowano decyzje, ktorzy ze
zdajacych zostana wykluczeni z egzaminu ustnego i ktérym przy-
znane zostanie zwolnienie z niego. Krolewski Komisarz posiadat
upowaznienie do zmiany ocen prac egzaminacyjnych. Zmiany
przez niego wprowadzone winny by¢ uwzglednione w protoko-
le. [10, §9]

Egzaminy ustne. Egzamin ustny powinien by¢ przeprowa-
dzony w ciagu ostatnich szesciu tygodni danego semestru szkol-
nego. Wyznaczenie dnia egzaminu i przewodniczenie w czasie je-
go przebiegu, nalezalo do kompetencji Kréolewskiego Komisarza.
W dzieni egzaminu dyrektor posiadal w sali egzaminacyjnej prace
pisemne zdajacych z Primy oraz oceny jakie uzyskali w tej klasie
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— réwniez w przypadku, jesli czes¢ kursu Primy odbyli w innej
szkole. Na egzaminie ustnym, oprécz nauczycieli wchodzacych w
sktad Komisji Egzaminacyjnej, musieli by¢ obecni wszyscy na-
uczyciele szkoty. Jesli egzamin trwat kilka dni, obowiazek ten do-
tyczyl tylko pierwszego dnia egzaminéw. Uczen, ktoérego pisemne
prace egzaminacyjne, wszystkie lub w wiekszosci, uzyskaty oce-
ne ,niewystarczajaca’ i w protokole egzaminacyjnym wyrazono
watpliwo$¢ co do ich dojrzatosci, zostawal wykluczony z egzami-
nu ustnego. Jesli taka watpliwo$é nie zostata wyrazona, Komisja
Egzaminacyjna podejmowata decyzje czy przed egzaminem ust-
nym nalezy wyda¢ uczniowi zalecenie wycofania sie z niego. Jesli
w opinii nauczycieli wyniki ucznia w czasie nauki w Primie byty
zadowalajace, a prace pisemne na egzaminie absolutoryjnym by-
ly wystarczajace, a niektére z nich lepsze, woéwczas uczen mogt
by¢ zwolniony z egzaminu ustnego. Decyzja w tej sprawie musiala
by¢ podjeta przez nauczycieli jednomyS§lnie. Przy zastosowaniu
tego przywileju nalezato wzia¢ pod uwage zachowanie sie ucznia
podczas nauki w szkole. [10, §10]

Obowigzywala zasada, ze w jednym dniu egzaminu nie moze
go zdawaé wiecej niz dziesieciu uczniow. Jezeli kandydatéw do
egzaminu bylo wiecej, nalezalo ich podzieli¢ na kilka grup w za-
leznosci od ich liczby. Kazda z grup zdawala egzamin oddzielnie.
Kolejnos¢ zdawanych przedmiotéw i czas poswiecony na kazdy z
nich ustalal Komisarz Krolewski. Egzaminowani nie mieli prawa
wnosi¢ na egzamin ksiazek. W razie proby naruszenia tego prze-
pisu, stosowano kary, jak przy egzaminie pisemnym (§ 6). Kazdy
przedmiot zdawany byl przed nauczycielem, ktéry wyktadalt go
w najwyzszej klasie. Komisarz Krolewski mial jednak prawo do
zadawania dodatkowych pytan zdajacym, a w indywidualnych
przypadkach do samodzielnego przeprowadzenia egzaminu. Za-
kres pytan z matematyki nie mial ograniczaé sie tylko do progra-
mu Primy. Podobnie, jak w czesci pisemnej, fizyka nie stanowita
specjalnego przedmiotu egzaminacyjnego. Zalecano jednak tacze-
nie zagadnien fizycznych z matematycznymi. [10, §11]
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Po zakonczeniu czesci ustnej egzaminu, Komisja Egzamina-
cyjna podejmowala decyzje o wynikach catego egzaminu. O ko-
lejnosci rozpatrywania i podejmowania decyzji w poszczegoélnych
kwestiach decydowatl Komisarz Krolewski. Przy ustalaniu oceny
konicowej uwzgledniano wyniki czedci pisemnej i ustnej z egza-
minu oraz ocene uzyskang na zajeciach z przedmiotu przed roz-
poczeciem egzaminu. Egzamin uwazany byt za zaliczony, jesli
zadna z ocen z egzaminu i z zaje¢ klasowych, z zadnego przed-
miotu obowiazkowego nie bedzie oceng ,niewystarczajaca’. Nie-
dopuszczalne bytly jakiekolwiek odstepstwa od tej zasady — ani
ze wzgledu na przyszty zawéd wybierany przez egzaminowanego,
ani w przypadku gdy oceny ,niewystarczajace”’ byty rownowazo-
ne co najmniej ,dobrymi” ocenami z innych przedmiotéw obo-
wiazkowych. Przy ustalaniu oceny konicowej, nauczyciele religii
mieli obowiazek wstrzymac sie od glosu, jesli dyskusja dotyczyta
ucznia, ktoéry nie uczestniczyt w ich zajeciach. W przypadku réw-
niej liczby gloséw podczas wszystkich glosowan Komisji Egzami-
nacyjnej, glos rozstrzygajacy mial Komisarz Krolewski. Mial on
réwniez prawo sprzeciwu wobec decyzji Komisji Egzaminacyjnej
o przyznaniu, lub odmowie przyznania $§wiadectwa dojrzatosci.
W takim przypadku dokumentacje postepowania egzaminacyjne-
go przedkladano KPKS, ktore podejmowalo ostateczng decyzje.
Po zakonczeniu obrad Komisji Egzaminacyjnej i podpisaniu pro-
tokotu przez wszystkich cztonkéw Komisji, Krolewski Komisarz
oglaszal zdajacym ogolny wynik egzaminu.[10, §12]

Koszty egzaminu konicowego w gimnazjum (egzaminu matu-
ralnego) wynosity 30 marek, za$ egzaminu koricowego w progim-
nazjum 20 marek. Ich wysoko$¢ zblizona byta do optat wpisowego
wnoszonego w tym czasie przez nowych czltonkéw przystepuja-
cych do gnieznienskich cechéw rzemies§lniczych. W zaleznosci od
cechu wahaty sie one od 15 do 30 marek.

Swiadectwa. Kazdy, kto zdal egzamin maturalny otrzymy-
wal $wiadectwo dojrzatosci. Na poczatku dokumentu wymienia-
no dane osobowe jego wtasciciela: nazwisko i imie, date i miejsce
urodzenia, stanowisko i imie ojca, miejsce zamieszkania ojca (w
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razie potrzeby razem z powiatem), ilo$¢ lat uczeszczania przez
ucznia do gimnazjum, w tym ile lat uczy! sie w Primie.

W czesci pierwszej §wiadectwa umieszczano informacje na te-
mat zachowania sie¢ i pilnosci absolwenta. W tej czesci odnoto-
wywano rowniez ewentualng dyspense od egzaminu ustnego. W
czedci drugiej, wpisywano oceny z poszczegblnych przedmiotéw:
religii, jezyka niemieckiego, jezyka tacinskiego, jezyka greckiego,
jezyka francuskiego, jezyka hebrajskiego, jezyka polskiego (ewen-
tualnie jezyka angielskiego), historii i geografii (jako jeden przed-
miot), matematyki, fizyki, gimnastyki, rysunku i §piewu. Oceny
z poszczegdlnych przedmiotéw nauczania mialty wskazywac ogol-
ny poziom wiedzy zdajacego w odniesieniu do zakladanych ce-
l6w nauczania. W przypadku, gdy wyniki egzaminu pisemnego
i ustnego odbiegaly od wynikéw zaje¢, réznica ta musiata byé
na $wiadectwie wyraznie wyrazona. Oceny kazdego przedmiotu
nauczania nalezalo podaé¢ wedlug skali przejetej w §9 pkt 1 re-
gulaminu.

Ponizej ocen widniata na Swiadectwie formuta: ,Poniewaz
obecnie koriczy szkote §rednia, podpisana nizej Komisja Egzami-
nacyjna wydala mu §wiadectwo, by mogt zostac...” —i wpisywano
nazwe zawodu wybranego przez wlasciciela dokumentu. W dal-
szej czesci Swiadectwa widniata formuta o zwolnieniu absolwenta
z obowiazkow, miejscowo$¢ wystawienia i date, przy czym wpi-
sywano dzien egzaminu ustnego. Na koricu nastepowaly podpi-
sy czlonkéw Komisji Egzaminacyjnej: Krolewskiego Komisarza,
przedstawiciela Magistratu, dyrektora szkoly i nauczycieli.

Progimnazja. Progimnazja byla niepelnymi gimnazjami —
bez klas Ober Primy i Unter Primy. Ich ukonczenie nie dawato
prawa studiowania na wyzszych uczelniach. Tryb przeprowadza-
nia egzaminu konicowego w progimnazjach byt bardzo podobny,
jak w pelnych gimnazjach. Do egzaminu przystepowali ucznio-
wie nie wczeéniej, niz w czwartym semestrze dwuletniej Secundy.
Na pisemnym egzaminie konicowym z zakresu matematyki abitu-
rient zobowiazany byl do wyliczenia czterech zadan z matema-
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tyki, w tym dwoch algebraicznych, jednego z zakresu planimetrii
i jednego z trygonometrii. Abiturienci nie zdawali z matematyki
egzaminu ustnego. Koszt egzaminu koncowego w progimnazjum
wynosit 20 marek.

W nastepnych latach pruskie wladze szkolne wprowadzaty
drobne zmiany dotyczace przebiegu koncowych egzaminéw w
roznych typach szkoél. Znaczna ich cze$é dotyczyla szkot real-
nych. W gimnazjach klasycznych radykalnych zmian nie byto.

Autor tekstu: dr Marek Szczepaniak
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Treéci nauczania

Tresci nauczania z kazdego przedmiotu we wszystkich klasach,
podawano w drukowanym przez szkole na koniec roku szkolne-
go Sprawozdaniu rocznym, rozsytanym do szkot przez Krolew-
skie Prowincjonalne Kolegium Szkolne. W czesci dotyczacej klasy
maturalnej podawano tre$¢ zadan sktadanych podczas ostatniego
egzaminu maturalnego. Przy klasach nizszych wymieniano blo-
ki zagadnien przerabiane z uczniami podczas minionego okresu
nauki. Ponizej pokazujemy skan fragmentéw tej broszury z 1901
roku wraz z ttumaczeniem. Po wyjasnienia dotyczace nazw klas
kierujemy do poprzedniego rozdziatu.

matik. Der Koordinatenbegriff und einige Grundlehren von den Kegels:.chn'men.
Aufgaben aus allen Gebieten der Geometrie und Stercometrie. Vervollstindigung
der Trigonometrie. Zinseszins- und Rentenrechnung. 4 Stdn. Schnee.

Mathe

Aufgaben fiir die schriftliche Reifepriifung vor Ostern 1901: S sy
1) In einem ‘Walde, der 10000 Kubikmeter Holz enthdlt und dessen Zuwachs.,]ihl_hf K‘vh'kmetel:
werden zu Ende eines jeden Jahres 800 Kubikmeter Holz geschlagen.  Wie viel Kubl
i Wald nach 10 Jahren noch entbalten? . )
2 ;::‘: ;:;ebene Sehne a eines gegebenen Kreises soll so verlingert werden, dass d‘xre \;0: :i;n"l:n;
Endpunkte #n den Kreis konstruierte Tangente gleich der Summe aus der halben Verldng
der Sehne und einer gegebenen Strecke b ist.
.—8,125; a=13. Die iibrigen Stiicke des Dreiecks zu berechnen.

P—=84; r: . : i
f) Ihj:inn l‘(ngel von dem Radius R sei in der Entfernung des halben Rndms_\om Ml_lte\p\mk':
: durch eine Ebene du i In dem ittkreise sei ein Quadrat einbeschrieben un

i i 6 itte ei de Pyramide konstruiert, deren Spitze
i diesem in dem grisseren Kugelabschnitte eine geras e d s )
;1;78‘;‘“ lKnge]ﬂ'n’.<>h0 liegt Wie gross ist der Inhalt und “die Oberfliche "dles‘e!' Pyr.nuAnd_x:ll und
wie gross ist der Neigungswinkel der Seitenflichen gegen die Grundfliche? ev. freiwillig —
der Neigungswinkel der Seitenflichen gegen einander?

Prima: Pojecie wspolrzednych oraz niektére podstawy teorii
krzywych stozkowych. Zadania ze wszystkich dziedzin geometrii
plaskiej i przestrzennej. Uzupelnienie trygonometrii. Obliczenia
procentu sktadanego i rent. 4 godziny tygodniowo. Zadania z pi-
semnego egzaminu maturalnego przed Wielkanocg 1901 r.:
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1. W lesie, ktory zawiera 10 000 metréw szeSciennych drewna, a
jego roczny przyrost wynosi 50, pod koniec kazdego roku §cinane
jest 800 metrow sze$ciennych drewna. Ile metréw szesciennych
drewna pozostanie w lesie po 10 latach?

2. Dany jest cieciwa a w danym okregu, ktéra nalezy wydtuzyé tak,
aby styczna skonstruowana z jej konca do okregu byta réwna
sumie polowy wydluzenia cieciwy oraz danej odcinka b.

3. F =84, r=28,125, a = 13. Oblicz pozostalte elementy trojkata.

4. Kula o promieniu R jest przecieta plaszczyzna w odlegtosci po-
towy promienia od §rodka. W powstalym okregu przeciecia wpi-
sano kwadrat, nad ktorym w wiekszej czesci kuli skonstruowano
prosta ostrostup, ktérego wierzchotek znajduje sie na powierzch-
ni kuli. Jakie sa objetos¢ i powierzchnia tego ostrostupa oraz ja-
ki jest kat nachylenia jego Scian bocznych wzgledem podstawy?
Opcjonalnie: jaki jest kat nachylenia Scian bocznych wzgledem
siebie nawzajem?

Mathematik. Die Lehre von den Potenz,
pinsismlil S8 ddruiicicn it efsagen g s oisaee
eometr’ rdnung. e
!Sx'] strische  Konstruktionsaufgabon. 8. Abschluss der Ahnlichkeitstehre und geo-

rechnen von Dreiecken und ViGl'eckegbezest'gﬂ_gm;;nﬁgi: e.mbSt Ubungen im Be-
Ober-Secunda: Nauka o potegach, pierwiastkach i logaryt-
mach. Réwnania, w tym kwadratowe z kilkoma niewiadomymi.
Ciagi arytmetyczne i geometryczne pierwszego rzedu. Uzupelnie-
nie teorii podobienistwa oraz zadania z konstrukcji geometrycz-
nych. Obliczenia dotyczace trojkatéw i czworokatow. Trygono-
metria plaska wraz z ¢wiczeniami w obliczaniu trojkatoéw i czwo-

rokatow.
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SN i i ,kunnte
ilei en mit einer und mehreren Unbe! nten
(;16.::::“?5 Worte gekleidec_em Au{'gaber{:j 2 Definition
besonders i -ohtigsten Sitze iber Logarithmen. ungen im
i die wichtigstel ‘ ey

des Logarithmus 'l'laldme" Wiederholung der Potenz- und Wprzel}iahremr’Belech
Rechnen mit | ‘ogmdl Sektors und des Kreissegmentes. Definition der b gonome-
nung s ~Krl?s'ei'ene:m rechtwinkligen Dreieck. Trigqnumetnsche Be;ec" l-‘]‘(m'ghv-o“
msghen Fun tll)oi besonders Aufgaben aus dem prakt\schen Lepen er;c sick d“gt
Dr?‘i:::en.lie‘::cl:nung des Volumens und der Oberfliche von Prismen, Fyramiden,
wurden. i
Cylindern, Kegeln und Kugeln. Sturtzel

4 Stdn. wochentlich.

Mathomatie adratische Gleichunge

Unter-Secunda: 4 godziny tygodniowo. Réwnania z jedna i
wieloma niewiadomymi, ze szczeg6lnym uwzglednieniem réwnan
kwadratowych oraz zadan tekstowych. Definicja logarytmu i naj-
wazniejsze twierdzenia dotyczace logarytméw. Obliczenia z wy-
korzystaniem logarytméw. Powtoérzenie nauki o potegach i pier-
wiastkach. Obliczenia dotyczace kota, wycinka kotowego i od-
cinka kotowego. Definicja funkcji trygonometrycznych w tréj-
kacie prostokatnym. Trygonometryczne obliczenia tréjkatéw, z
uwzglednieniem zadan praktycznych z zycia codziennego. Ob-
liczenia objetosci i powierzchni graniastostupéw, ostrostupoéw,
walcow, stozkow i kul.

Mathematik: a) Arithmetik: Lehre von den Proportionen, Potenzen und Wurzeln.

Gleichungen des ersten Grades mit einer und mehreren Unbek: i io :

y e A 1 ten. Planimetrie
Vergleichung des Elach_en inhalts geradliniger Figuren. Lehl:e (i,:r:l:;nympomonnlitit
und Ahnlichkeit der Elguren 3 Stdn. wochentlieh. Sturtzel

Ober-Tertia: Arytmetyka: Nauka o proporcjach, potegach i
pierwiastkach. Réwnania pierwszego stopnia z jedng i wieloma
niewiadomymi. Planimetria: Poréwnywanie pol powierzchni fi-
gur prostoliniowych. Nauka o proporcjonalnosci i podobienistwie
figur. 3 godziny tygodniowo.
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& i tik: Im Sommer 2 Stunden, im Winter 1 Stunde wochentlich.
Mathf)'mz(l}:-tul;ire?}::::;anen mit allgemeinen Zahlen. Zerlegen von Summen und Diffe-
x-el:zen in Faktoren. Das Heben der Briiche. Gleichungen rpit einer Unbekannten,
Geometrie: Im Sommer 1 Stde., im Winter 2 Stdn. wtichenthgh. Lehre vom Paral-
Jelogramm, Trapez und Kreise. Losung leichterer Konstruktionsaufgaben. 3 Stdn,
Sc]:nea. Bis 21. November in A Sturtzel.

Unter-Tertia: Arytmetyka: Latem 2 godziny tygodniowo, zi-
ma 1 godzina tygodniowo. Podstawowe dzialania na liczbach
og6lnych. Rozkladanie sum i réznic na czynniki. Operacje na
utamkach. Réwnania z jedna niewiadoma. Geometria: Latem 1
godzina tygodniowo, zima 2 godziny tygodniowo. Nauka o réw-
nolegtobokach, trapezach i okregach. Rozwiazywanie prostszych
zadan konstrukeyjnych. 3 godziny tygodniowo.

Mathematik Planimetrie: Die Lehre von den Geraden, Winkeln und Dreiecken. Ein-
fache Konstruktionsaufgaben. 2 Stunden, in A und B Wittrien.

Quarta: Planimetria — Nauka o prostych, katach i tréjkatach.
Proste zadania konstrukcyjne. 2 godziny tygodniowo.

Einfiibrung in g;,
. . und Zinsaufgaber: i
. Einfache Regeldetri U0 “ulerjgtrien:

Rechnen. Bruchrechnungalbrmhen' 4 Stdn, in A ud

Recbnung mit Deeim:

Quinta: Dzialania na utamkach zwyklych. Proste zadania z re-
guly trzech i obliczania odsetek. Wprowadzenie do rachunkéw z
ulamkami dziesietnymi.

Rechnen. Wiederholung der Grundr it G d :
ganzen Zablen. Resol‘vmreu, Reduzieren, Zeitrech . Die d h 3 Miinzen,
Masse und Gewichte. Ubungen in der dezimalen Schreibweise und den einfachsten
Dezimalrechnungen. 4 Stdn wochentlich. In A Schnee, in B Sturtzel.

Sexta: Liczby catkowite. Powtorzenie podstawowych dziatan na
liczbach nazwanych i nienazwanych, rozwiazywanie réwnan, re-
dukcja, obliczanie czasu. Niemieckie monety, miary i wagi. Cwi-
czenia w zapisie dziesietnym oraz w najprostszych obliczeniach
dziesietnych. 4 godziny tygodniowo.
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Rechnen. Kopfrechnen im Zahlenkreise von 1—1000. Miinzen, Masse und Gewichte,
Einmaleins mit Wihrungszahlen und Vielfachen von 10. Schriftliches Rechnen
nach dem Rechenheft von Bliimel Teil Il und IIl. 5 Stdn. Weise.

Vorschulklasse: Obliczenia pamieciowe w zakresie liczb od 1
do 1000. Monety, tabliczka mnozenia z liczbami walutowymi i
wielokrotno$ciami 10. Zgodnie z zeszytem ¢wiczen Bliimela, czesé
II'i III. 5 godzin tygodniowo. Miary i wagi, obliczenia pisemne.

Autor tekstu: dr Jedrzej Garnek
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Analiza matury z 1908 roku

Niniejszy rozdzial skupia¢ sie bedzie na analizie matury z 1908r.
Kazdy z abiturientéw mial do wyboru jeden z trzech zestawow
zadan. Oméwimy zestaw I, ten wybrany przez Paula Wegnera,
ktorego praca postuzyta nam za zrédlo tresci polecent. Zanim jed-
nak przejdziemy do rozwiazan, przedstawimy zawarto$¢ dwoch
pozostatych zestawow.

~

Zestaw 11

Zadanie 1

Obserwatorium astronomiczne w Paryzu lezy na 48°50'13"
szerokodci geograficznej poinocnej oraz 2°20'15"” dlugosci
geograficznej wschodniej, a obserwatorium w Moskwie na
55°4520" szerokosci geograficznej poinocnej oraz 37°34'6"
dlugosci geograficznej wschodniej. Jaka odlegtos¢ w milach
geograficznych, mierzona po powierzchni Ziemi, dzieli oba
te miejsca?

Zadanie 2
Skonstruuj trojkat, majac dane: s — ¢ = 2cm, p = lcm,
pPe =2,5cm.

Zadanie 3
Korkowy walec o promieniu podstawy 7 ma zosta¢ na dtugo-
Sci przeciety otworem w §rodku w taki sposéb, aby wsunie-
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ty w ten otwér otowiany walec doktadnie pasowal. Catosé,
po potozeniu na wodzie, ma zanurza¢ sie do polowy. Jaki
promienn powinien mie¢ walec z otowiu, jesli gestosé korka
wynosi s, a olowiu s,?

Zadanie 4

Jakie sg dlugosci stycznych poprowadzonych z punktu
P(2,4) do punktow styczno$ci hiperboli o poétosi wielkiej
a = 4 i poltosi matej b = 27

N J

Zestaw 111

Zadanie 1
Rozwiagz rownanie

2® — 112* + 3623 — 3622 + 11z — 1 = 0.

Zadanie 2

Z punktu P wycelowano w punkty A, B i C, znajdujace sie
wraz z punktem P w jednej ptaszczyznie. Odleglosci miedzy
punktami wynoszg: AB = ¢, BC = a, CA = b. Punkty B
i C widziane z P leza na jednej prostej, przy czym B jest
miedzy P a C. Punkt A widziany z P znajduje sie pod ka-
tem o« wzgledem B. Jak daleko znajduje sie P od B?

Zadanie 3
Korzystajac ze wzoru Herona oblicz pole tréjkata danego
wierzchotkami A(3,2), B(6,3), C(5,8).

Zadanie 4

Osoba posiadajaca kapital a marek, pozyczony przy rocznej

stopie procentowej p%, wyplaca z niego na koniec kazdego

roku r marek na swoje potrzeby. Po ilu latach kapital zosta-
Knie catkowicie wyczerpany? (a = 20000, r = 2000, p = 4) )
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Zestaw 1

Zadanie 1

Ile nalezy doda¢ na koniec kazdego roku do kapitatu 3000
marek, aby w ciaggu oémiu lat podwoit sie on poprzez odsetki
skladane przy stopie 43%?

Zrédto: [1, sygn. 285, str. 59-60, 65.], matura z 5.02.1908 1.

Rozwiazanie:

Aby rozwigzac¢ problem, niezbedna jest znajomo$¢ wzordéw na su-
me n pierwszych wyrazow ciggu geometrycznego oraz na procent

sktadany.

,

Ciag geometryczny:

Ciag (an)nen nazywamy geometrycznym, jezeli iloraz
kazdych dwoch kolejnych wyrazow jest staly i niezerowy:

An+41
[e2%

=q dla kazdego n € N.

Ciag taki jest zadany wzorem:

1

an = a1q"~ gdzie n € N.

Wzér na sume n pierwszych wyrazéw tego ciagu:

1—q"
Sn:{al —q q?éla

an, q=1.

Procent skladany:

Procent sktadany jest sposobem oprocentowania pieniez-
nego wktadu, w ktérym odsetki za dany okres doliczane
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sa do wktadu.

% K P nk

= 1 7) 5

n =K (1+ oz

gdzie K jest kapitalem poczatkowym, n latami oszcze-
dzania, p oprocentowaniem (w skali roku), k liczba
kapitalizacji w ciaggu roku, natomiast K,, zgromadzonym
kapitatem.

Procent skladany (z uwzglednieniem dodawanej
kwoty):
K=K (1+-2 )" 45
= 1 ) B
=K (L) + 5
gdzie S, = a; - 11__‘1; jest suma kwoty a; dodawanej przez
n lat wraz z dzialajacym oprocentowaniem, przy czym
q= (1+ &) dla powyzszych oznaczen.

. J

Zauwazmy, ze z polecenia odczytamy nastepujace dane: K =
3000 marek, n = 8 lat, k =1, p = 4,5% oraz Kg = 2- K = 6000
marek. Otrzymujemy wiec réwnanie:

1—(1+0,045)

6000 = 3000 (1 + 0,045)% R St At A
(1+ Ve T a0, 0m)

Stad wyliczamy szukane a; =~ 184,83 marek. Te kwote nalezy
doda¢ do kapitatu, aby po o$miu latach zwiekszy! sie dwukrotnie.
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Komentarz do zadania:

Zwr6émy uwage na fakt, ze powyzszy typ zadania nadal pojawia
sie w pewnej formie we wspolczesnych arkuszach maturalnych.
Jednakze obecnie, z reguly, rozdziela si¢ zagadnienia dotyczace
ciagu geometrycznego, np.

Trzywyrazowy cigg (27,9,a— 1) jest geometryczny. Liczba a
jest rowna...

(zadanie zamkniete jednokrotnego wyboru, matura podsta-
wowa z matematyki 2023r.)

od tych zwigzanych z procentem sktadanym, np.

KKwotg 1000 zt ulokowano w banku na roczng lokate oprocen—\
towang w wysokosci 4% w stosunku rocznym. Po zakoticze-
niu lokaty od naliczonych odsetek odprowadzany jest podatek
w wysokosci 19%. Maksymalna kwota, jakg po uptywie roku
bedzie mozna wyplacié z banku, jest rowna...

(zadanie zamkniete jednokrotnego wyboru, matura podsta-

\_Wowa z matematyki 2015r.) )

Owczesnie wskazany rodzaj zadania istniat raczej jako zestawie-
nie obu tematow, co mozna zobaczy¢ na przyktadach Diug (Roz-
dzial 2) oraz Mieszkancy Jarocina (Rozdzial 3).
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Zadanie 2

Kule o promieniu r nalezy przeksztalci¢ w stozek prosty
tak, aby jego powierzchnia boczna byla m razy wieksza od
podstawy. Jaki jest promien podstawy i wysokos$¢ stozka?
Zrédto: [1, sygn. 285, str. 59, 61-62.], matura z 5.02.1908 1.

Rozwigzanie:

Stozek:

Stozek jest bryla powstala przez obrét tréjkata prosto-
katnego wokoé!t prostej zawierajacej jedna z jego przypro-
stokatnych. Prosta nazywamy osia stozka, a zawarta w
niej przyprostokatna staje sie wysokoscia h stozka. Prze-
ciwprostokatna trojkata (oraz dowolny odcinek taczacy
wierzcholek stozka z brzegiem podstawy) nazywamy two-
rz3acy stozka [. Bryta ma w podstawie kolo o promieniu 7.

Na pole powierzchni catkowitej stozka sktada sie pole pod-
stawy, czyli pole kota P, = mr? i pole powierzchni bocznej
P, = nrl:

P=nr(r+1).
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Objetos¢ stozka mozna obliczyé¢ ze wzoru:

mr2h
3

1
Vzgpph:

Chcemy otrzymac stozek o szczegolnej wlasnosci. Jego powierzch-
nia boczna ma by¢ m razy wieksza od podstawy. Zatem zacho-
dzi¢ powinno:

P,=mP, = marl= mar?.

Stad otrzymujemy zalezno$é promienia oraz tworzacej stozka:

[ =mr.

Twierdzenie Pitagorasa:

W dowolnym tréjkacie prosto-
katnym suma kwadratéw dlugo-

Sci przyprostokatnych jest réwna @
kwadratowi dtugosci przeciwpro- a
stokatne;j.

b
a®> + b =2

\ J

Szukang zadania jest wysoko$¢, ktérg przy powyzszych danych
mozemy wyznaczy¢ z twierdzenia Pitagorasa:

h:\/l2—r2:\/r2(m2—1):r\/m2—1.

Aby w pehi rozwigzaé¢ problem, wystarczy znalezé promien pod-
stawy stozka r. Z polecenia odczytujemy, ze stozek powstaje z
przeksztalcenia kuli. Wobec czego ich objetosci musza by¢ iden-
tyczne, tzn. Vi = V.
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Kula:

Kula powstaje poprzez obrét do-
wolnego kota wokoét jego srednicy
d = 2r. Powierzchnie kuli nazy-
wamy sfera. Pole kuli wyraza sie
Wwzorem:

P = 4772,

a jej objetosé:

V=§7T7“.

\ J

Niech R bedzie promieniem kuli, woéwczas:
1 4
§7T7”2h = §7TR3

Po skréceniu i podstawieniu otrzymanego h, dostajemy:

r3yv/m?2 —1 = 4R?,

r:R374 .
m? —1

Promienn podstawy szukanego stozka, powstatego z kuli o pro-

skad bezposrednio:

mieniu R, wynosi: r = R,B/\/%, natomiast jego wysoko§¢:

h=R{/4(m? —1).
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Komentarz do zadania:

Powyzsze zadanie mogloby znalezé sie na kartach wspoétczesnej
matury. Powinien poradzi¢ sobie z nim kazdy maturzysta pod-
chodzacy do matury rozszerzonej lub dobry uczen zdajacy matu-
re podstawowg — pomijajac tych, np. z 2022-2024 r., ktérych nie
obowigzywal material z bryl obrotowych... Przykladem zadania
tego typu, na jakie obecnie mozna natrafi¢ na maturze, jest np.
nastepujace:

waa stozki o takich samych podstawach potgczono podsta—\
wami w taki sposdb jak na rysunku. Stosunek wysokosci tych
stozkow jest rowny 3:2. Objetosé stozka o krotszej wysokosci
jest réwna 12 cm?. Objetosé bryty utworzonej z potgczonych
stozkow jest rowna...

(zadanie zamkniete jednokrotnego wyboru, matura podsta-
\_Wowa z matematyki 2020 r.) )

Zadania o tematyce zblizonej do omawianego znalezé mozna w
dalszej czedci ksiazki w Rozdziatach 12 oraz 21.
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Zadanie 3
Rozwiaz trojkat majac dane p, p., 7.
Zrodto: [1, sygn. 235, str. 59, 62-64.], matura z 5.02.1908 r.

Uwaga: Poprzez polecenie ,rozwiaz trojkat” rozumiemy wyzna-
czenie dtugosci bokéw trojkata poprzez dane p, p. oraz 7.

Rozwigzanie:

Zacznijmy od wyjasnienia oznaczen z polecenia: p oznacza pro-
mien okregu wpisanego w dany trojkat, p. to promienn okregu
dopisanego do boku naprzeciwko kata . Przyjmijmy oznaczenia
z ponizszego rysunku: a,b,c sg szukanymi dlugos$ciami bokéw
trojkata, v oznacza kat przy wierzchotku C, o przy A, (8 przy B.
Zal6zmy bez straty ogolnosci, ze a > b (wowczas « > ().

gdzie p = jest potowa obwodu tréjkata.

a+b+c
2
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Funkcje trygonometryczne:

Funkcje trygonometryczne danego kata ostrego o w troj-
kacie prostokatnym definiuje sie jako stosunek dlugosci
odpowiednich dwéch bokéw tego trojkata.
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C
a
[o]
b

Sinus (ozn. sin) to stosunek przyprostokatnej a, lezacej
naprzeciw kata a, do przeciwprostokatnej c, tzn.:

. a
sino = —.
Cc

Cosinus (ozn. cos) to stosunek przyprostokatnej b, leza-
cej przy kacie a, do przeciwprostokatnej c, tzn.:

cosa = —.

c
Tangens (ozn. tg lub tan) to stosunek przyprostokat-
nej a, lezacej naprzeciw kata a, do przyprostokatnej b,

lezacej przy kacie «, tzn.:

t a
o= —.
8¢=73

Wzory poléwkowe:

Dla dowolnego tréjkata, znajac dtugosci jego bokéw, mo-
zemy zapisaé ponizsze relacje:

o (p—b)(p—0c
83 p(p—a)

g |[lp—a)lp—o
8y = plp—b) ’

i (p—a)(p—")
D plp—c)




Okrag wpisany w trojkat:

Srodek okregu wpisanego w trojkat lezy na przecieciu
dwusiecznych tréjkata.

A B

Promien okregu wpisanego w trojkat wyraza sie wzorem:

p:\/@—a)(p—b)(p—c)
p

)

gdzie p jest polowag obwodu danego tréjkata.

\ J

Korzystajac z powyzszej postaci p, tatwo zauwazyé, ze wzdr po-
towkowy dla v przybiera postac:

g P
tg — = .
& 2 p—c
Podstawiajac wcze$niej wskazang zalezno$é, otrzymujemy réw-
niez:
_c
v _Pe (1 p) Pe
tgt = ———2 ="
2 p—c p

Dostalismy uktad réwnan, z ktérego przeksztalcenia mamy:

_r

b—c= tg

p=i

Podstawiajac p = 2+ uzyskujemy:

— 2p
{ at+b—c= .

® 0

)

EVERS

t
a+b+c:t2gp

|2
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Dodajac i odejmujac stronami, otrzymujemy:

__ ptpc
a+b= L
{ ) tg%
— Pc—p

CcC =
tg 3

Zauwazmy, ze bok c jest juz wyznaczony przy pomocy danych.
Pozostato znalezé zaleznosci dla a i b.

r

\

Twierdzenie sinuséw:

W dowolnym tréjkacie na ptaszczyznie iloraz dtugosci do-
wolnego boku i sinusa kata naprzeciw tego boku jest staty
i rowny dlugosci Srednicy okregu opisanego na trojkacie,

tzn.:

b
a c _9R,

sina sin 3 B sin 7y
gdzie R jest dlugoscia promienia okregu opisanego na tym
trojkacie.

J

Z twierdzenia sinusoéw i faktu, ze § = 180° —a —y, otrzymujemy:

c-sina c-sinf  c¢-sin(180° — a — %)
a=— oraz b= — = - .
siny siny siny
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Wzory Mollweidego:

W dowolnym tréjkacie spelnione s tozsamosci:

S
c - sin
a—>b sin (%)
c - cos 3

\ J

Przypomnijmy, ze wyznaczyliSmy juz sume:
P+ pe
tg 3

Skorzystajmy ze wzoréw Mollweidego:

in X[ PELe
Sm2<tg%) a—pf
— = =cos| — |.

a+b=

c 2

Arcus cosinus:

To funkcja odwrotna do funkcji cosinus rozpatrywanej na
przedziale [0, 7]. Oznacza to, ze:

arccos (cos o) = a.

L J

Obustronnie bierzemy arcus cosinus (korzystajac z tego, ze a>):

a0 X [ PEPe
2 ( te 3 ) a—pf
arccos = .

c 2

Podstawiamy § = 180° — a — 7:

sin 3 - (p + pe)

2 arccos
c-tgd

> =2« — 180° + .
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Ostatecznie o wyraza sie poprzez:

sin} - (p+ o)
c-tg3

o = arccos ( ) +90° —

b2

Wobec czego boki trojkata dane sg wzorami:

c-sin (arccos (m%(ip;p‘)) +90° —

[N
~—

ctg 5
a = _ ’
sin y
in X.
. ¢ - sin (90°—arccos (%) —%)
B sin y ’
c — Pc— P
- L
tg§

To koniczy zadanie.

Komentarz do zadania:

Jednym z nieaktualnych juz zwyczajow w nauczaniu matematyki
byto ,rozwiazywanie trojkatéow”. Mozna by rzec, ze zagadnienie
to stanowitlo odrebny dzial planimetrii. Powyzsze zadanie jest
godnym reprezentantem tego zjawiska. Analogiczne zadania wy-
stapily w zestawach II (zadanie 2) i 111 (zadanie 3) tejze matury.
Ponadto tendencje te mozna zobaczy¢ rowniez w zadaniach Trds-
kagt z zadanym katem (patrz Rozdzial 6) oraz Odlegtosé N od B
(patrz Rozdzial 9). Trend przetrwal do lat sze$¢dziesiatych XX
wieku. Czytelnikéw chcacych zaglebié¢ sie w tematyke ,rozwia-
zywania trojkatow” zachecamy do lektury ksigzki Wtiadystawa
Wojtowicza, Bronistawa Bieleckiego i Mieczystawa Czyzykow-
skiego, pt. ,Trygonometria dla klas X i XI’[4], w ktorej z du-
73 szczegbltowoscia opisane zostaly trygonometryczne zaleznosci
wskazujace zwiazki poszczegdlnych elementéw trojkata oraz te
stosowane do ich obliczen. Dla wiekszosci przypadkéw technika
rozwiazania zostala zalgorytmizowana. Powyzsze zadanie mogto-
by sprawi¢ trudnosci wspotczesnym uczniom, jednakze abiturien-
ci podchodzacy do matury sprzed wieku winni byli owa metodyke
dogtebnie znaé.
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Zadanie 4

Soczewka dwuwypukla tworzy obraz przedmiotu znajduja-
cego sie w odleglosci a = 50cm w odlegtosci b = 15cm od
niej. Jak duzy jest jeden promien krzywizny soczewki, jesli
drugi wynosi p = 10cm, a wspoélczynnik zalamania p = %?
Zrédto: [1, sygn. 285, str. 59-60, 64, 66.], matura z 5.02.1908 r.

Rozwigzanie:

Soczewka dwuwypukta:

To soczewka wypukla, ograniczona z obu stron powierzch-
niami kulistymi wypuklymi, co ilustruje ponizszy rysu-
nek.

Poza omawianym przykladem, istniejg inne rodzaje so-
czewek wypuklych, jak plasko—wypukla czy wklesto-
wypukla. Soczewki wypukte (w powietrzu) sa skupia-
jace, tzn. dzieki swojemu ksztaltowi skupiaja wszystkie
promienie §wiatta rozchodzace sie réwnolegle do jej osi
optycznej w jednym punkcie, nazywanym ogniskiem so-
czewki F', na osi optycznej po przeciwnej stronie soczew-
ki. Odlegtosc od srodka soczewki do jej ogniska nazywana
jest ogniskowa f.

45



o$ optyczna

Soczewke zdefiniujemy jako cienka, jezeli jej grubosé jest
znaczaco mniejsza nizeli promienie krzywizny obu po-
wierzchni zatamujacych. Woéwczas uznaje sie, ze promie-
nie s3 zalamywane przez soczewke tylko raz.

of optyczna

Zdolnosé skupiajaca soczewki Z (przez optykow zwa-
na mocg optyczna) zalezy od promienia krzywizn obu po-
wierzchni Ry, Ry oraz od wspoélczynnikéw zalamania ma-
teriatu, z ktérego wykonana jest soczewka ng, oraz otocze-
nia, w ktérym soczewka sie znajduje n,. Zgodnie z kon-
wencja — promien jest dodatni dla powierzchni wypuktlej
(dla wklestej przyjelibySmy przeciwnie — ujemny).

1 N 1 1
Z:f:(%_l)(&+ffz>'
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Zdolnos¢ skupiajaca soczewki jest odwrotnoscia ognisko-
wej, jej jednostka podstawowa jest %, czyli dioptria.
Powyzszy wzor czasem nazywany jest wzorem soczewko-
wym.

Roéwnanie soczewki okresla zalezno$¢ pomiedzy odle-
gloscia przedmiotu od soczewki = a odlegloscia jego ob-
razu otrzymanego w tej soczewce y.

\ J

W poleceniu zadania nie podano wspoélczynnika zatamania ota-
czajacego soczewke osrodka. Wobec czego przyjmujemy, ze znaj-
duje sie ona w powietrzu, dla ktorego n, ~ 1. Skorzystamy zatem

7Ze WZOoru.
l_( _1)<1+1>
Fo p R)’

gdzie p jest wspélezynnikiem zatamania materiatu, z ktérego wy-
konana jest soczewka, p podanym promieniem krzywizny, R szu-
kang zadania, czyli drugim promieniem krzywizny. Ze wzgledu na
brak informacji o ogniskowej, skorzystamy z rownania soczewki,
gdzie a jest odlegloscia przedmiotu, a b jego obrazu:

1 1 1

f a b

Mamy zatem:

( _1) }‘i‘l —14_1
K p R) a b

Po podstawieniu danych otrzymujemy:

2 10 R/) 50 15

Z réwnania wyznaczamy szukana R:
150 7

= — =13— .
R 1 311 [cm]
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Podsumowanie:

Dawne nauczanie matematyki koncentrowato sie nie tylko na na-
uce teorii, ale i na zastosowaniach. Prébowano dokonaé korelacji
matematyki z innymi przedmiotami szkolnymi, jak fizyka czy
geografia (patrz np. zadania z Czesci V oraz VI). Wspolczesnie
zagadnienia wykraczajace poza zakres matematyki pojawiaja sie
na maturze sporadycznie, wnoszac jedynie ciekawy kontekst do
zadania, np.

fSkala Richtera stuzy do okreslania sity trzesien ziems. Sita\
ta opisana jest wzorem R = log A%, gdzie A oznacza am-
plitude trzesienia wyrazong w centymetrach, Ay = 10~*em
jest statq, nazywang amplitudg wzorcowq. 5 maja 2014 roku
w Tajlandic miato miejsce trzesienie ziemi o sile 6,2 w ska-
li Richtera. Oblicz amplitude trzesienia ziemi w Tajlandii i
rozstrzygnij, czy jest ona wieksza, czy — mniejsza od 100cm.

K(matum podstawowa z matematyki 2016 r.) )

Problemy w pelni skupione na innych dziedzinach, wymagajace
zrozumienia ich problematyki, pojawiaja sie w ramach tematycz-
nych matur rozszerzonych.

Powyzsze zadania, jak i te znajdujace sie w przekroju calej publi-
kacji, moga okazaé sie wyzwaniem dla wspoltczesnego abiturienta.
Do tematéw, ktore nie sa obecnie omawiane na lekcjach mate-
matyki i tym samym nie obowigzuja na maturze, nalezy m.in.
geometria sferyczna, omawiana przez nas w Czesci V ksiazki.
Zwr6émy jednak uwage, ze zadania przez nas rozpatrywane po-
wstaly ok. 120 lat temu. Matematyka nauczana w szkotach obej-
mowala tematy tyczace sie wiekszosci najwazniejszych osiagnieé
z dziedziny tej nauki do XIX wieku. Kombinatoryka czy rachu-
nek prawdopodobienstwa, ktorych najwiekszy rozwdj nastapit w
wieku XX, nie wchodzily w ten zakres, natomiast zagadnienia ich
dotyczace spotykane sa obecnie, w swojej najprostszej postaci,
zaréwno na maturze podstawowej, jak i rozszerzonej, np.
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Wszystkich liczb naturalnych pieciocyfrowych, w ktorych za-
pisie dziesietnym wystepujq tylko cyfry 0,5,7 (np. 57075,
55555 ), jest...

(zadanie zamkniete jednokrotnego wyboru, matura podsta-
wowa 7z matematyki 2023 r.)

KDany jest piecioelementowy zbior K = {5,6,7,8,9}. Wylo—\
sowanie kazdej liczby z tego zbioru jest jednakowo prawdo-
podobne. Ze zbioru K losujemy ze zwracaniem kolejno dwa
razy po jednej liczbie i zapisujemy je w kolejnosci losowa-
nia. Oblicz prawdopodobieristwo zdarzenia A polegajgcego na
tym, ze suma wylosowanych liczb jest liczbg parzystq. Zapisz
obliczenia.

K(matum podstawowa z matematyki 2024 r.) )

Ponadto, mimo ze pojecie granicy ciagu bylo woéwczas znane,
to obowiazujaca do dzi§ jej definicja, pochodzaca od Bernarda
Bolzano i Karla Weierstrassa, zostala rozpowszechniona dopiero
w czasach wspolczesnych dla naszych abiturientéw, wobec czego
nie obowiazywala na 6wczesnym egzaminie maturalnym, nato-
miast wystepuje na obecnych w zakresie matury rozszerzonej,

np.

Oblicz granice lim,_,o— (23_772;. Zapisz obliczenia.
(matura rozszerzona z matematyki 2024 r.)

Mozna zakltadaé, ze powyzsze tematy stanowityby problem badz
co najmniej zaskoczenie dla naszych przodkdéw podchodzacych
do ich rozwiazania.

Mowiac o maturach sprzed wieku, nalezy zwréci¢ uwage nie tylko
na roznice w ich przebiegu czy zakresie obowigzujacego materia-
tu, ale i na liczbe podchodzacych do niej uczniow! W roku 1908,
zgodnie z danymi pochodzacymi ze Sprawozdania rocznego za
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rok szkolny 1907/08, str. 27 (patrz [1, sygn. 56]) do egzaminu
przystapito 10 abiturientéw: Czestaw Chmielewski, Ludwik Ja-
rosz, Roman Konkiewicz, Martin Krawczak, Friedrich Wilhelm
Kritzinger, Kurt Leon, Benno Marohn, Czestaw Obarski, Broni-
staw Robowski, Paul Wegner. Kazdy z nich zdal — ponadto, przy
niektorych nazwiskach zostata umieszczona adnotacja, méwiaca
o zwolnieniu z egzaminu ustnego! Niestety w kontekscie tej publi-
kacji nie dysponujemy pelnymi danymi o zdawalnosci egzaminu
maturalnego z badanych lat, w obrebie aktualnych granic Pol-
ski, ani wynikami egzaminéw polskich maturzystéw w ramach
kazdego z zaboréw. Przedstawiamy wiec jedynie statystyki doty-
czace przystapien do matury w omawianej przez nas placoéwece.
Poprzez O rozumiemy Ostern, czyli termin wielkanocny, M ozna-
cza Michaelis, tzn. termin §wietomichalski, H to Herbst — termin
jesienny, obowiazujacy jeden raz. W roku 1915, ze wzgledu na
wojne, odbyly sie terminy awaryjne — letni (AL) oraz zimowy
(AZ), mial miejsce réwniez jeden termin wielkanocny.

0O 1892 - 10 O 1894 -7 M 1895-9 | O 1895 -9
M 1896 - 1 O 1897 - 8 01898-7 | 01899 -9
01901 -7 0 1902 -6 01903-7 | O1904 -8
0 1905 -9 0O 1906 - 12 H 1906 - 2 | O 1907 - 11
01908 -10 | O 190917 | M 1909 -4 | O 1910 - 11
01911-21 | M1911 -1 01912-11 | O 1913 - 14
01914 -19 | AL 191517 | AZ1915-1 | O 1915 -2

Autorka tekstu i rozwiazan: Adrianna Smoliriska
Opieka merytoryczna: dr Jedrzej Garnek (zadania 1, 2, 3),
prof. UAM dr hab. Wojciech Dybalski (zadanie 4).
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Czesc 11

Algebra
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Przyblizenie pierwiastka

Korzystajac z twierdzenia o dwumianie, obliczy¢ liczbe v/33 z
doktadnosciag do 5 miejsc po przecinku.
Zrédto: [1, sygn. 181, str. 60 — 61], matura 2z 15.02.1898

Dover vore BaArcesshe e //f Z 7

T IIT wvsrnris b gl i
e e s
/”%

Tres¢ zadania napisana przez zdajacego — Ksawerego Zakrzew-
skiego, pdzniejszego wspoltworce wielkopolskiego harcerstwa

Rozwigzanie:

Wzoér dwumianowy:

Pozwala na obliczenie n-tej potegi sumy dwoéch wyrazen
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Przyblizenie pierwiastka

algebraicznych. Mianowicie:

e+ =3 (7)o,

k=0

) =m=m

to tzw. symbol Newtona. Wz6r ten mozna uogélnié¢ do
przypadku, gdy n € R. Dostajemy wowczas nastepujacy
wzor dla |y| < 1:

gdzie n € N, zas

gdzie

r\ _r(r—1)...(r —k+1)
k k!
Zauwazmy, ze prawa strona tego wzoru jest szeregiem,
czyli (w uproszczeniu) suma nieskoriczong.

\

. . _ 1 .
Skorzystamy z powyzszego wzoru dwumianowego dla r = z:

1\%
V33 = 51+32=(1+32)é:2.<1+>

A S S i R
160 51200 ~°°  12582912000000

2-1,0061733085613250732421875

%
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Przyblizenie pierwiastka

= 2,012346617122650146484375
2,01235.

Q

Spojrzmy na przyblizenie obliczone za pomoca kalkulatora:
V33 ~ 2,01235.
Otrzymany wynik jest poprawnym przyblizeniem!

Przy wykonywaniu powyzszych obliczeii nasuwa sie jednak na-
turalne pytanie: ile pierwszych wyrazow szeregu nalezy dodac,
aby otrzyma¢ odpowiednie przyblizenie? Aby podaé przyblize-
nie z dokladnoscia do pieciu miejsc po przecinku, powinni§my
mie¢ w miare dobre oszacowanie na széste miejsce po przecinku.
Jesli btad naszego przyblizenia bedzie mniejszy od 1075, to moze
sie zdarzy¢, ze wyniesie on %, co wplynie na zle zaokraglenie
piatego miejsca po przecinku. Przy btedzie przyblizenia mniej-
szym od 1076, szansa na bledne przyblizenie jest duzo mniejsza.
Obliczmy zatem, dla jakiej liczby naturalnej a blad przyblizenia

e’} 1 1
2 5y _—
> (i)

jest mniejszy od 1075, Wykorzystamy w tym celu wzor na sume
szeregu geometrycznego.

( )

Suma szeregu geometrycznego:

Szeregiem geometrycznym nazywamy szereg, ktorego
sktadniki tworza ciag geometryczny (patrz strona 31),

tzn. szereg postaci
o0
n
E aq -,
n=0

gdzie a,q € R. Ze wzoru na sume n pierwszych wyrazow
ciggu geometrycznego wynika, ze szereg ten jest zbiezny,
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Przyblizenie pierwiastka

gdy |g| < 1 oraz

00
S =
n=0

Poniewaz dla k£ > 0 mamy

() M0 (- (k1)

k!
L (1-9CR-3) (k=15 1
5 1-2-...-(k—1) k
<i<}
5k 5

=1 > 1
gzzﬁ'i 22<5 320 32k>

k=a k=0

5 320.31 5-31.320°1
Blad przyblizenia jest mniejszy od 10~ wtedy i tylko wtedy, gdy
2 < 1
5-31-32¢-1 ~ 106"
Podstawiamy za a kolejne liczby naturalne do momentu, gdy po-
wyzsza nierownosé bedzie spetniona. W szczegoélnosci dostajemy

2 1 1

= > —
5.31-323-1 79360 106
2 1 1

5.31-3241 2539520 ~ 106"
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Przyblizenie pierwiastka

Pokazuje to, ze otrzymane wczesniej przyblizenie do piatego miej-
sca po przecinku bylo poprawne, aczkolwiek wystarczyto dodaé
tylko pierwsze cztery wyrazy szeregu (dla k < 4). Skoro z do-
ktadnosciag do +10~¢ mamy

S/ 1 1 4 3
V33 ~ 2 5) — —9 (14— —
Va3 kZ:O (k) 32k < 160 51200 " 2048000)

=2-1,00617333984375 = 2,0123466796875,

to szukane przyblizenie wynosi v/33 ~ 2,01235.
Bez narzuconej metody, wspotczesnie podeszlibySmy do proble-
mu nieco inaczej.

( Y

Szereg Taylora:

To szereg potegowy postaci

£&) = Flao) + L0 (2~ ) +

®)
+%(:cfxg)k+...

0 £(n) (4
:Zf (!0)(.%'—1‘0)”,

n

f// (xo)

B (x—z0)> +...

n=0

gdzie f*)(z) oznacza k-ta pochodna funkcji f w punkcie
xg, ktory jest punktem z dziedziny funkcji. Funkcja jest
rozwijalna w szereg Taylora w punkcie zy, gdy posiada
pochodne kazdego rzedu w tym punkcie. Jezeli g = 0, to
szereg nazywamy szeregiem Maclaurina.

Twierdzenie Taylora:

Jesli f : (a,b) — R jest funkcja (k + 1)—krotnie rézniczko-
walna na przedziale (a,b), to pomiedzy dowolnymi punk-
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Przyblizenie pierwiastka

tami x, xg € (a,b) lezy punkt ¢, dla ktérego zachodzi

(o) f" (o)

f(x) = f(xo) + T (x — x0) + o1 (x—xo)2+...
F®) (o) FE () 1
+ - Yz —x0) + ) (z — 20)F"

Podstawowe wzory na pochodne:

e ¢/ =0dlaacR,

e (z") =naz"tdlaneR)\{0,1}.
Liniowo$é pochodnej:

Dla dowolnych statych a, b oraz funkcji rézniczkowalnych
(czyli takich, dla ktorych istnieje pochodna) f oraz g
prawdziwy jest wzor:

(af +bg)" = af' +bg'"

\ J

W celu przyblizenia pierwiastka skorzystamy z kilku pierwszych
sktadnikéow rozwiniecia funkcji f(z) = /= w szereg Taylora.
Podstawmy = = 33 i g = 32. To, ile sktadnikéw powinnismy
wziaé, wywnioskujemy z twierdzenia Taylora: szukamy k o tej
wlasnosci, ze dla wszystkich ¢ € (32,33) mamy

flc+1
l<:+1

1
< —

k+1
P <

(x—xo

to znaczy, biorac z = 33, zg = 32, otrzymujemy

TR0
’ (k+1)!

1
108
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Przyblizenie pierwiastka

Policzmy kolejne pochodne funkcji f(z) = &/ = x5:

1
f/(x)_gxiga

1 4 o
1 — _ . _ T3

1 49 _wu
me N — — 0 2.2 — =
fla)y=c.cpa™s

f<’“)(x):;<;—1> (;—2> (;—k—s—l)xé—k,

S0 G- GE-2) (G -k) e
(k+1)! (k +1)! '

Otrzymali$my niemal to samo wyrazenie, co wezesniej! Poniewaz

70 (0)
‘ (k+1)!

1 7. 1
cs k-1 cs 3

SBEFD) 5kt 1) Bk 4 1)3260

wiec wystarczy znalez¢ liczbe naturalng k, dla ktoérej

3 1
5(k + 1)328+1 = 1067

Widzimy, ze
3 1 1
dla k=2: — = > —,
& 5.3.32% 163840 ~ 106
3 3 1
& 5-4-32% 20071520 ~ 100
Zatem
4 39-2
V33 &~ V/32 +5 33-32)— 25 33— 32)2
21
36 —14
36 32 5
125 3
+ B (33 — 32)
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Przyblizenie pierwiastka

72+11 21+61
o 5 24 25 29 125 24

= 2,0123466796875.

Tym sposobem otrzymujemy przyblizenie:

V33 ~ 2,01235.

Autorka rozwigzania: Adrianna Smoliniska
Opieka merytoryczna: dr Jolanta Marzec—Ballesteros
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Przyblizenie pierwiastka

Sylwetka abiturienta: Ksawery Za—\
krzewski, ur. 15 lutego 1876 r. w majat-
ku Welna (obecnie Goslinowo) koto Gnie-
zna. Mature zdawal w 1898 r. Studia me-
dyczne odbywal w Lipsku i Wiirzburgu.
Od 1905 r. prowadzit praktyke lekarska w
Poznaniu. Spotecznik, dzialacz niepodle-
glosciowy, naczelnik poznariskiego ,,Soko-
ta”, wspottworca wielkopolskiego harcer-
oo ey sz STWaL Zmart 18 listopada 1915 r. w Pozna-

K niu. j

T T Jiaied) - 04 %)
4 4 7 /7 ¥
vtV 1A AD) o Y

EY RS by
= /f/m 25 D2y ¥ s 7S

Fragment rozwiagzania Ksawerego Zakrzewskiego

gt

i Aﬂ.uu-A,wvﬁ/V//‘““ !

Komentarz nauczyciela: ,Niezdarne! Fatwiej pisa¢ w systemie
dziesietnym!” (przettumaczone z jezyka niemieckiego)
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Dtug

Ktos pozycza 10000 marek. Jak duzy bedzie jego dlug po n =
20 latach, jesli nadal musi pozyczaé r; = 200 marek na koniec
kazdego roku w pierwszych % latach, ale moze sptaca¢ ro = 500
marek pod koniec kazdego roku przez pozostale %n lat, przy
rocznej stopie procentowej p = 5%?

Zrédto: [1, sygn. 160, str. 38-39, 45-46], matura z 5.02.1896 r.,

termin wielkanocny

Rozwigzanie:

Zaczynamy od obliczenia, ile wyniesie dtug po 7 = 24—0 =5 la-
tach. Kapital konicowy (bez uwzglednienia 200 marek pozyczki
na koniec kazdego roku) obliczamy ze wzoru na roczna kapitali-
zacje odsetek po m latach (patrz str. 31) przy danych K = 10000
- kapital poczatkowy, p = 5% = 0, 05 - roczna stopa procentowa,

m = 5 - liczba lat:
K5 = 10000 - 1, 05°.

Nastepnie korzystamy ze wzoru na sume m pierwszych wyrazéw
ciggu geometrycznego (patrz str. 31), aby wyliczy¢, jak na diug
wplyneto dodatkowe 200 marek pozyczane na koniec kazdego
roku. U nas m = 5, a; = r; = 200, ¢ = 1,05. Podstawiajac te
dane do wzoru, otrzymujemy

_ 1—1,05°
S5 = 200 - T=1.05
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Dtug

Pozostato juz tylko zsumowaé obie liczby, aby otrzymaé¢ dtug po
5 latach:

K5 + S5 = 10000 - 1, 05° + 200 - 11111,00555.

Jest to nasz nowy kapital poczatkowy.

Przechodzimy teraz do obliczenia wielkosci dlugu po kolejnych
%n = % - 20 = 15 latach. Korzystamy z tego samego wzoru na
roczng kapitalizacje odsetek przy danych K = K5+ S5, p = 0,05,

m = 15:

Kis = (10000 - 1,05° +200 - =495 ) - 1,051,
Ze wzoru na sume 15 wyrazow ciagu geometrycznego o ilorazie
1,05 oraz a; = ro = 500 wyliczamy zysk wynikajacy ze sptaty
500 marek na koniec kazdego roku:

_ 1—1,05%°
S15 = 500 - T—i.05

Na koniec odejmujemy ten wynik od Ki5:

1—1,05°

_ - . 5 . . 15
K15 — S15 = (10000 - 1,05° + 200 =105 )-1,05
1—1,05%

Autorka rozwigzania: Klaudia Piwowarczyk
Opieka merytoryczna: dr Piotr Mizerka

é Sylwetka abiturienta: Eduard Wolfgang Wendorff, ur.\
28 sierpnia 1876 r. w Zdziechowie pow. Gniezno. Mature
zdawal w gnieznienskim gimnazjum w 1896 r. Przez krotki
czas studiowal prawo. W powiecie gnieznieniskim posiadat
majatki w Zdziechowie, Mielnie i Modliszewie, dodatkowo
dzierzawil majatek w Pomorzanowicach w é6wczesnym pow.
wschodniopoznanskim. Przed 1907 r. organizowal wyprawy

Kna Cejlon i w Himalaje. Zmart 4 grudnia 1931 r. )
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Mieszkancy Jarocina

Populacja Jarocina wzrosta w okresie od 1 grudnia 1900 do 1905
roku z 4355 do 5107 mieszkaricéw. Jak liczna bedzie ludnosé
miasta po 20 latach w dniu 1 grudnia 1925, jesli wzrost w tym
czasie nastapi wedlug tego samego procenta, a ponadto rocznie
bedzie naptywac¢ 15 oséb?

Zrédto: [1, sygn. 227, str. 52/, matura 2z 14.02.1906 r.

Rozwigzanie:

Uktadamy réwnanie z wykorzystaniem wzoru na roczng kapi-
talizacje odsetek po m latach (patrz str. 31) w celu obliczenia,
wedlug jakiego procenta dotychczas nastepowal wzrost ludnosci.
Nasze dane: m = 1905 — 1900 = 5 — liczba lat, K = 4355 —
poczatkowa liczba ludnosci, K5 = 5107 — liczba ludnosci po 5
latach. Otrzymujemy:

4355 - (14 p)® = 5107.
Wyznaczamy p ze wzoru:

_ /5107
P= /1355 — L

Nastepnie korzystamy z tego samego wzoru, aby policzyé¢, jak

wzro$nie ludno$¢ miasta po 20 latach (bez uwzglednienia tego,

ze rocznie naptywa 15 osob). Nasze dane: m = 20 — liczba lat,
K = 5107 - liczba ludnosci w dniu 1 grudnia 1905, p = {/5197—1
— roczna stopa procentowa. Uzyskujemy:
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Mieszkancy Jarocina

20
_ 5/5107° _ 51074
Ko = 5107 {/35z¢ = 5107 - (m) .
W celu policzenia, jak na liczbe ludnosci Jarocina wptlynie do-
datkowych 15 os6b naptywajacych rocznie, korzystamy ze wzoru
na sume m wyrazow ciggu geometrycznego (patrz str. 31). U nas

m =20, a; = 15, ¢ = {/31% Podstawiamy te dane do wzoru i

otrzymujemy:
g, VR s ()
o= T T TvEr
Na koniec pozostato dodaé¢ do siebie oba wyniki, aby uzyskaé
liczbe ludnosci miasta w dniu 1 grudnia 1925 roku:

_ 51074 - (B8)
Koo + S20 = 5107 - (2390)" + 15 - % ~ 10071.

Autorka rozwigzania: Klaudia Piwowarczyk
Opieka merytoryczna: dr Pawel Placzek

66



Mieszkancy Jarocina

Sylwetka abiturienta: Bronistaw Kazmier-
czak, urodzony 13 czerwca 1886 r. w Ko-
pydtowie. W okresie miedzywojennym pro-
boszcz parafii witkowskiej, asesor dekanatu
Wrzegnia, dzialacz spoteczny i wychowawca
mlodziezy. W sierpniu 1940 r. aresztowany
przez Niemcéw. Osadzony najpierw w Szcze-
glinie, a nastepnie w obozie koncentracyjnym
w Sachsemhausen kolo Oranienburga, gdzie
zostal zameczony 21 wrzesnia 1940 r.

Tablica pamiatkowa po$wiecona ks. Bronistawowi Kazmierczakowi
w Witkowie
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Réwnanie piatego stopnia

Rozwiaz ponizsze rOwnanie:
20z° — 81z + 622° + 622 — 81z + 20 = 0.

Zrédto: [1, sygn. 247, str. 6-8], matura z 23.02.1911 r.
Rozwigzanie:
Zacznijmy od wyciagniecia wyrazéw podobnych przed nawias.

202° — 81z* + 622% 4+ 6222 — 81z +20 =0
20 (2° 4+ 1) — 81z (2° 4+ 1) + 6227 (x + 1) = 0.

Dwukrotnie skorzystamy z ponizszego wzoru.

-

Suma n-tych poteg:
Dla dowolnego nieparzystego n € N zachodzi:

a®+ b =(a+b) (@' —a"+...—ab" 2+ 0" ).

\

Dostajemy zatem:

20(z+1) (2" —2® +2° —x +1)
—8lz(z+1) (2® —xz+1)
+ 6222 (x +1) = 0.
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Roéwnanie pigtego stopnia

Wyciagamy (x + 1) przed nawias:
(z+1)[20(z" —2® +2° —2+1) —8lz (2° —x + 1) + 622°] =

Stad mamy pierwsze miejsce zerowe z = —1. Pozostato wyliczy¢
réwnanie:

20(m4—x3+m2—aj+1) —81x(x2—x—|—1) + 6222 = 0.
Po wymnozeniu i uporzadkowaniu:
202* — 1012® + 1632 — 101z + 20 = 0.

Zauwazmy, ze 0 nie jest rozwigzaniem (wowczas 20 = 0 — sprzecz-

no$c¢), wobec czego podzielmy przez x2:

1,1
202 — 101z + 163 — 101~ + 20— = 0.
x T

Po raz kolejny wyciagnijmy wspolny czynnik:

1 1
20<x2+2> - 101 <x+>+1630.
x x

Ze wzgledu na fakt, ze (z + %)2 = (2% + %) +2, to réwnanie to
mozemy przedstawi¢ w postaci:

1\2 1
20<x+> ~101 <a:—|—>—|—123=0.
X X

W celu uzyskania tréjmianu kwadratowego, stosujemy podsta-
wienie t = x + % Otrzymujemy wéwczas:

20t2 — 101t + 123 = 0.
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Roéwnanie pigtego stopnia

Wyrdznik tréjmianu kwadratowego:

Roéwnanie kwadratowe to réwnanie, ktére mozna zapisaé
w postaci:
ar’ +br +c=0,

gdzie a # 0 oraz a,b,c € R. Kazde réwnanie tego ty-
pu mozna rozwigzaé, korzystajac z wyrédznika tréjmianu
kwadratowego, czesto nazywanego delta:

A = b% — 4ac.

Pozostajac w ciele liczb rzeczywistych, jezeli A > 0, to
rownanie kwadratowe ma dwa rozwigzania:

_—b+VA —b— VA

I % oraz Io = %
Jezeli A = 0, to réwnanie kwadratowe ma jedno rozwia-
zanie:

b

=50
Dla A < 0, rownanie kwadratowe nie ma rozwigzan w
ciele liczb rzeczywistych.

\ J

Wyliczamy miejsca zerowe:
Ay =361 = +/A;=10.

Mamy:

101 + 19 3 y 101 —-19 41
=————=3 ora == —.

40 e 2 20

Wracajac do podstawienia, otrzymujemy dwa réwnania do roz-
wigzania:

1

1 3 1 41
x—!—x = oraz a:—l—x =30
7 pierwszego:
2 —3x+1=0
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Roéwnanie pigtego stopnia

Ai=5 = \/Alz\/g

3—V5 . 3+V5
B) 1 g9 = B) .

I =

Z drugiego:
2022 — 41z +20 =0
Ay =81 = /Ay=9
_41-9 4, _41+9 5

T e T Y

Ostatecznym zbiorem rozwigzan réwnania jest

{1 3-V5 3+V5 4 5}'

2 7 2 54

Przedstawimy teraz alternatywny sposéb podejécia do tego pro-
blemu. W celu znalezienia pierwiastkéw wielomianu

W (z) = 202" — 812" + 622° + 622° — 81z + 20

zastosujemy ponizsze twierdzenia.

( \

Twierdzenie:

Jezeli wielomian W (x) = a,2"+a,_12" ' +.. . +a1x+ao,
gdzie ag # 0, o wspoélczynnikach catkowitych, ma pier-
wiastek wymierny, ktéry mozna zapisa¢ w postaci utamka
nieskracalnego %7, to p jest dzielnikiem wyrazu wolnego

ap, natomiast q jest dzielnikiem wspoétczynnika a,,.
Twierdzenie Bezouta:
Wielomian W (z) jest podzielny przez dwumian (z — a)

wtedy i tylko wtedy, gdy liczba a jest pierwiastkiem tego
wielomianu.
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Roéwnanie pigtego stopnia

W przypadku naszego wielomianu a,, = 20 = ag. Dzielniki dwu-

dziestki to: 1,—1,2,—2,4,—4,5,—5,10,—10, 20, —20. Potencjal-

ne pierwiastki wymierne wielomianu W (zx) to: 1,—1,2, -2, 4,
11

111 _11 _1 1 1
;47 527 155 195 2107520577227 29 75.7 4 475> 73-5 10° 7%] 20° 727(?7
5 755 520 24 1 Kolejno sprawd.zal]ad(? poOwyzsze moz-
liwosci, natrafiamy na pierwiastek —1, poniewaz:

W(—1) = 20(—1)5—=81(—1)*4+62(—1)3+62(—1)>~81(—1)+20 = 0.

Schemat Hornera:

W celu podzielenia wielomianu W (z) = apz™ +
an_12" "1+ ... 4+ a1z + ag przez wielomian P(z) = x — o,
postepujemy zgodnie z ponizszym algorytmem.

1. Tworzymy trzywierszowa tabele, w ktérej géornym
wierszu, poczawszy od drugiego miejsca, wpisuje-
my wspoétezynniki wielomianu W (z), zaczynajac od
stojacego przy najwyzszej potedze x. Na przecieciu
pierwszej kolumny i Srodkowego wiersza wpisujemy
a.

(7% Ap—1 Ap—2 50 ag

2. Przepisujemy wspoélczynnik a,, do drugiego miejsca
trzeciego wiersza. Nastepnie mnozymy a,, przez «,
a iloczyn wpisujemy pod a,_; w drugim wierszu.
Poczawszy od trzeciej kolumny, dodajemy wpisane
liczby wierszowo, sume zapisujac pod nimi w ostat-
nim wierszu. Powtarzamy proces az do wypelnienia
calej tabeli.
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Roéwnanie pigtego stopnia

Qg Ap—1 ap
« - ap ... a-b
a, Ap_1+a-an | ... | ag+ aby
=bp1 =bp_2 = bo

Wynikiem dzielenia jest wielomian Q(x) = b, 12"~ ! +
...+ b ireszta R = by. Mozemy zapisaé:

W(z) = P(z) - Q(z) + R.

Jezeli wielomian W(z) jest podzielny przez dwumian
P(x), wowczas R = 0.

\ J

Przechodzimy do podzielenia wielomianu W (z) przez dwumian
(z+1). Zamiast pisemnego dzielenia, skorzystamy ze schematu
Hornera:

20 | -81 62 62 | -81 | 20

-1 -20 | 101 | -163 | 101 | -20
20 | -101 | 163 | -101 | 20 0

Odczytujac z tabeli, otrzymujemy:
(z +1)(202* — 1012® + 1632* — 1012 + 20) = 0.

Teraz uwage skupiamy na wielomianie P(z) = 20z* — 10123 +
16322 — 1012 + 20. Zauwazmy, ze ponownie a, = 20 = ag, zatem
potencjalne pierwiastki wymierne wielomianu P(z) pokrywaja
sie z tymi wypisanymi dla wielomianu W (z). Kolejno sprawdza-
jac mozliwo$ci, znajdujemy pierwiastek %, poniewaz:

P 4 =20 4 ' 101 é3+163 4 i 1o1é+20—0
5) 5 5 5 5 e

. . . . . 4 .
Dzielimy wielomian P(x) przez dwumian (z — 2):

20 | -101 | 163 | -101 | 20
16 | -68 | 76 | -20
20| -8 | 95 | -25 0

(Ot
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Roéwnanie pigtego stopnia

Dzieki czemu mamy:
4 3 2
(x+1) z-z (202° — 85z° 4 95z — 25) = 0.

Ponownie odtwarzamy powyzszy schemat dziatania, rozpisuj@c
potencjalne pierwiastki wymierne dla wielomianu 7'(z) = 2023 —
8522 4+ 952 — 25. Mozliwosci: 1, —1, é, L % -1 %, —%, ok

11 5 55 5 P 5°25 7 2 .
—10°320° 20,5 5,2, 5,;,1* 25 5 -3 w kto-
rych znajdujemy rozwigzanie 7, uzasadniajac:

5 5\° 5\ .5
T(2)=20(2) —85(2 2 _25=0.
<4) 0(4> 85<4) +954 5=0
Po raz kolejny korzystamy ze schematu Hornera, dzielac wielo-

. . 5 .
mian 7T'(z) przez dwumian (z — 2):

20 | -85 | 95 | -25
25 | -75 | 25
20 | -60 | 20 0

Y

Wobec czego jest:

(z+1) (:r ‘;) <x Z) (202% — 60z + 20) = 0.

Pozostate rozwiazania odczytamy, wyliczajac pierwiastki troj-
mianu S(z) = 20z% — 60z + 20 = 20(2? — 3z + 1). Tréjmian

2 — 3z + 1 pojawil sie w poprzednim rozwigzaniu. Jego pier-
wiastkami sg

3+v6 ~3-6
5 .

r1 = oraz Iro = 9

Ostatecznie roztozylismy wielomian W () na iloczyn:

W (z) = 20(z-+1) (:p ;1) <xi> (m 3+f> <

1.4 5 3 f
757 40

ponownie otrzymujac zbiér rozwiazan: {—
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Roéwnanie pigtego stopnia

Ostatnia propozycja podej$cia do zadania przeznaczona jest dla
spostrzegawczych. Zaczynamy tak samo, jak w przypadku dru-
giego rozwiazania, otrzymujac:

(z +1)(202* — 1012® + 1632* — 1012 + 20) = 0.
Drugi z nawiaséw rozbijamy, uzyskujac:
(x+1)(202* — 162% — 852° + 6822 + 952 — T6x — 25 4 20) = 0.
Szukamy wspoélnych czynnikdw:
(z+1)[4a® (52 —4) — 172 (52 — 4) + 192(52 — 4) — 5(5z —4)] = 0

(z +1)(52 — 4)(4a® — 172> + 192 — 5) = 0.

Ponownie rozbijamy wyrazenie z ostatniego nawiasu oraz wyla-
czamy wspolne czynniki:

(x+1)(5a — 4)(4a® — 5% — 122% + 152 + 42 —5) =0
(x +1)(5x — 4)[2*(4x — 5) — 3x(4x — 5) + (4x —5)] =0
(x4 1)(52z — 4)(4x — 5)(2* — 3z + 1) = 0.

Rozwigzania tréjmianu 22 — 3z + 1 znalezliémy we wczesniejszych
podejsciach. Po raz trzeci otrzymali§my ten sam zbior rozwigzan.

Autorka rozwigzania: Adrianna Smoliniska
Opieka merytoryczna: dr Jolanta Marzec—Ballesteros

Komentarz (Adrianna Smoliriska):

Podobny problem pojawit sie wsrdd zadan w 1899 roku w zesta-
wie A. Uczniowie poproszeni zostali o znalezienie rozwigzan réw-
nania 8x° —46x* + 4723 +472% —46x+8 = 0. Zwréémy uwage, jak
blizniacze sq to polecenia! Wielomiany sq pigtego stopnia, gdzie
as = ap, A4 = a1 oraz as = ag-
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Roéwnanie pigtego stopnia

Ponadto w obu przypadkach znajdujemy dwie pary liczb dodat-
nich, jedng pare liczb ujemnych, a w tym dwie pary liczb pa-
rzystych oraz jedng pare liczb nieparzystych. Rozwigzanie tego
analogicznego przypadku pozostawiamy dociekliwym czytelnikom.
Przywotaymy kolejny przyktad zadania, w ktérym nalezato roz-
wigzaé rownanie stopnia pigtego — tym razem z matury z 1908
1., z zestawu III (zadanie 1). Tutaj nieznacznie zmodyfikowano
koncepcje, podajgc wielomian w ktérym as = —ag, ag = —ay
oraz az = —ag. Mozna przypuszczaé, Ze to jeden ze standardo-
wych typow zadan pojawiajgcych sie na dwczesnych zadaniach.

7






Skomplikowane Réwnanie

Rozwiaz ponizsze rOwnanie:

YOI+ )+ 0P 7

YOrar - B+ O -ap 3

Zrodto: [1, sygn. 163, str. 1], matura z 24.02.1897 r.

Rozwiagzanie:

Zastosujemy podstawienie. Niech a = /9 + x oraz 8 = /9 — .
Wowczas a3 = §/9+ 239 —x = 3/(9+2)(9 —z) = V81 — 22.
Wobec czego jest:

o +af+p> T
a2 —af+p2 3
Po przemnozeniu otrzymujemy:
3a% +3a3 +38% = Ta* — TaB + 73°.

Dalej:
0 = 40? — 10a8 + 452

Podzielmy przez 2:
0 =2a% — 503 + 253°.

Powyzsze rownanie mozna potraktowaé jak rownanie kwadrato-
we zmiennej o, woéwczas [ staje sie parametrem. Wydaje sie, ze
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Skomplikowane Réwnanie

powinni$my rozwazy¢ réwniez odwrotng sytuacje, gdzie 3 byta-
by zmienna, a o parametrem. Zauwazmy jednak, ze f(«, ) =
202 —2af+26% = f(B, ), tzn. tak zdefiniowana funkcja jest sy-
metryczna, a zatem po zamianie rél a i § otrzymujemy identycz-
ne wyniki. Wobec tego pozostaniemy przy pierwszej interpretacji
i policzymy wyréznik tréjmianu kwadratowego:

A, =256%—4.2.26% =942

VAL = 3p.

Oczywiscie istnieje druga mozliwosé, gdy 6 < 0 — mianowicie:
VA, = —30. Ze wzgledu na fakt, ze przypadek ten nie dostarcza,
nowych rozwigzan, pominiemy go, zostawiajac jako ¢wiczenie dla
dociekliwego czytelnika. Otrzymujemy dwa rozwiazania:

« —75’8+3ﬁ—%—26 oraz « _755*3ﬁ_ﬁ
YT o2 T4 Ty Ty

Uwzgledniajac podstawienie, uzyskujemy dwa uktady réwnan:

a=20 o= g
oraz
B=v9—=x B=vV9—=zx
Rozwiazujemy pierwszy z tych uktadéw:

VI9+zr = 2v9—=z

942 = 8(9—ux)
9z = 63
z = T

Przechodzac do drugiego ukladu, mamy:

YoTs — V9 —x

2
89+4+z) = 9—=x
63 = —9x

x = —T.
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Skomplikowane Réwnanie

Dla sceptycznych przeprowadzimy sprawdzenie. Dla z = 7:

YO+12+V92 -7+ (9-72 Y256+ 32+ V4
JO+72 -2 -7+ /(9-12 256 32+ 4
44424+ V4
44 -2V4+ V4
V4T
3va 3

Dla x = —7:

VO+ED2+ Y92 - 72+ Y0 ()
VO+ED)?2 =92 - 12+ Y0- (1)
_ VA + Y32+ V256

VA 32+ /256

LTV T

—sviT s

Autorka rozwigzania: Adrianna Smoliniska
Opieka merytoryczna: dr Katarzyna Taczala

Komentarz (Adrianna Smoliriska):

Ciekawostkq jest, zZe zaden z abiturientéw piszacych te mature
nie rozwigzal powyzszego zadania! Nie stanowi to zaskoczenia —
problem wyréznia sie na tle pozostatych, wystepujgcych na poszy-
tach maturalnych. Ma inny charakter, wobec czego, mimo braku
zawitosci, mogt odstraszyé dwczesnego abiturienta.
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Czesé I11

(Geometria planarna
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Tréjkat z zadanym katem

Dany jest kat o mierze . Skonstruuj trojkat AABC, spetniajacy
nastepujace warunki:

o JACB =+,
e dwusieczna kata ACB dzieli bok AB w stosunku 3 : 5,

e suma dlugosci wysokosci opuszczonej z wierzchotka A oraz
dtugosci srodkowej opuszczonej z wierzchotka B wynosi 5.

Zrédto: [1, sygn. 202, str. 81 — 83], matura z 1.02.1900 r.

2 G Honforbln anid Sns;
m/47(’///4;/"/,7,, ThS "44. sy ;
) S 3

o,

“ ,,,w,,/u;f (//y/,,,v//* Ay Wi
Ao fulls'cvs e

u,:lf:ﬂ-'-‘;
T e e ) /’?/
u;/: 88

Tres¢ zadania zapisana przez abiturienta oraz rysunek koncowy
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Trojkat z zadanym katem

Rozwiazanie:

Niech C bedzie wierzchotkiem zadanego kata o mierze ~y. Za-
znaczmy na ramionach tego kata odcinki A’C' oraz B'C o dlu-
gosciach 3 oraz 5.

-

Twierdzenie o dwusiecznej:

Dwusieczna kata w trojkacie dzieli przeciwlegly bok na
odcinki, ktorych dtugos$é jest proporcjonalna do dtugosci
pozostalych bokdw.

IAC| : |BC| = |AD] : |BD|

\

Z twierdzenia o dwusiecznej kata w tréjkacie dostajemy:

|AC| 3

|BC| 5

Na podstawie cechy podobienstwa bok—kat—bok trojkat ABC
jest zatem podobny do trojkata A’B’C' (patrz str. 140).

C
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Trojkat z zadanym katem

Oznaczmy przez ha. oraz mp, dtugosci wysokosci opuszczonej z
wierzchotka A’ oraz §rodkowej wychodzacej z wierzchotka B’ w
trojkacie A’B’C. Przez ha oraz mp bedziemy oznaczali analo-
giczne dlugosci w trojkacie ABC. Aby ustalié, o ile nalezy prze-
skalowac trojkat A’ B’C, zmierzmy dtugosci h 4/, mps i narysujmy
odcinek XY o dlugosci ha + mps. Dorysujmy w dowolny spo-
s6b odcinek X Z o dlugosci |A'C, tworzac trojkat XY Z (patrz
rysunek).

Odt6zmy teraz na potprostej XY odcinek XY’ dlugosci 5. Niech
7' bedzie takim punktem na polprostej X Z, ze odcinek Y'Z’ jest
réwnolegty do Y Z.

Twierdzenie Talesa:

Jezeli ramiona kata przetniemy prostymi réwnolegltymi, to
stosunki odpowiednich otrzymanych odcinkéw beda réow-
ne.
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Trojkat z zadanym katem

Z rysunku mozemy odczytaé nastepujace proporcje:

|AB| |BD| |AD|
|AC| ~ |CE|  |AE|

Powyzsze stosunki pozostaja prawdziwe réwniez w przy-
padku, gdy prostymi rownolegtymi przetniemy katy
wierzchotkowe.

\

Woéwczas z powyzszego twierdzenia dostajemy:

bed 5 ha+mp

|A'C] ~ har+mp ha+mp

Jako 7e AEME_ jest stosunkiem podobienstwa trojkata ABC

hA/—i-mB/

do trojkata A’B'C, dostajemy zatem |XZ'| = |AC)|.

Na koniec pozostaje nam odlozyé¢ na potprostej C A’ odcinek o
dlugosci |AC| (skonstruowany powyzej) i dorysowaé¢ odcinek BA

rownolegly do B'A’.

Autor rozwigzania: Cezary Dudkiewicz
Opieka merytoryczna: dr Jedrzej Garnek
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Elipsa i parabola

Dana jest elipsa o roéwnaniu 22 + 2y? = 56. Rozwazmy parabole
o parametrze p = 12, ktérej wierzchotkiem jest srodek elipsy, i
ktorej o$ jest zwrocona w kierunku mniejszej osi elipsy. Wyznacz
wspotrzedne punktow przeciecia elipsy i paraboli. Nastepnie ob-
licz katy miedzy stycznymi do tych figur w punktach przeciecia.
Zrédto: [1, sygn. 253, str. 148 — 153], matura z 24.01.1913 r.

Rysunek do zadania wykonany przez abiturienta — Willy’ego We-
gnera, 24.01.1913 r.
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Elipsa i parabola

Rozwiazanie:

Parametr paraboli:

Parabola jest wykresem funkcji kwadratowej. Krzywa ta
mozemy jednak rozumieé jako zbiér punktow, ktérych od-
legto$é od pewnego punktu, zwanego ogniskiem, jest réw-
na odleglosci od prostej, nazywanej kierownica.

ognisko

kierownica

Odlegtosé kierownicy paraboli od ogniskowej zwana jest
jej parametrem. Dla paraboli o réwnaniu y = az?+bz+c
parametr ten wynosi %

. J

Jako ze parametr paraboli wynosi 12 oraz przechodzi ona przez
srodek ukladu wspotrzednych, jej rownanie to:
L 5
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Elipsa i parabola

Elipsa:

Elipsa jest jedna z krzywych stozkowych, tzn. powstaja-
cych w wyniku przeciecia powierzchni stozkowej ptaszczy-
7Zng.

Ksztalt elipsy definiuja jej ogniska Fy i F» lezace na osi
wielkiej, czyli punkty, ktérych suma odlegtosci od dowol-
nego punktu elipsy jest stata, rowna 2a. Przez o$ wielka
rozumiemy najdtuzsza srednice elipsy — odpowiada odle-
glosci miedzy dwoma najbardziej oddalonymi punktami
na elipsie. O§ mata to najkrotsza srednica elipsy. Srodek
elipsy S to punkt przeciecia malej i duzej osi elipsy. Pol-
ogniskowa ¢ nazywamy odlegtosé ognisk od $rodka elipsy,
dang zaleznoScia ¢ = va? — b2. Jezeli a = b = r, to ogni-
ska pokrywaja sie ze S§rodkiem i wowczas staje sie ona
okregiem o promieniu r! Rownanie elipsy, ktorej srodek
pokrywa sie ze Srodkiem w kartezjariskim ukltadzie wspot-

rzednych: , ,
T+l
a b2

Roéwnanie elipsy w postaci kanonicznej wyglada nastepujaco:

() () =
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Elipsa i parabola

(V/28,0)

(—/56,0)

(—v/28,0)

Aby znalezé¢ punkty przeciecia elipsy i paraboli, rozwazmy po-
nizszy uklad réwnan:

y = 32
2?2 + 2y? = 56.

Podstawiajac do drugiego réwnania pierwsze, dostajemy réwna-
nie kwadratowe:

y? 4+ 12y — 28 =0,

ktorego rozwiazaniami sg y; = —14 oraz yo = 2. Jako ze pierwsze
z tych rozwiazan nie pochodzi od punktu na paraboli (y; < 0),
otrzymujemy z? = 24 -2 = 48. Dostajemy dwa rozwigzania:
1 = —4/3, z9 = 41/3, ktore odpowiadaja punktom przeciecia
elipsy i paraboli:

(—4V/3,2) oraz (4V3,2).
Szukamy miary kata o pomiedzy stycznymi w punktach przecie-
cia elipsy i paraboli. Jest to symetryczna sytuacja, wobec czego

skupimy sie na stycznych przechodzacych przez punkt (4v/3,2).
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Elipsa i parabola

Oznaczmy przez (§ miare kata nachylenia stycznej do paraboli do
osi OX, za$ przez v miare kata nachylenia stycznej do elipsy do
osi OX. Wowczas a = v — .

W dalszym ciagu rozwiazania skorzystamy z nastepujacych wzo-
réw na styczne do paraboli i elipsy.

( Y

Réwnanie stycznej:

Prostg styczng do paraboli o réwnaniu y = az? + bz + ¢
w punkcie (xg,yop) wyznaczamy ze wzoru:

y = (2azo +b) - (x — 20) + Yo

Roéwnanie stycznej do elipsy %2 + % =1 w punkcie
(z0,y0) dane jest wzorem:
T+ b? = 1,
Powyzsze relacje mozna w prosty sposéb wyprowadzié¢ ze
wzoru na styczna wykresu funkeji y = f(z) w punkcie
(on, yo)i
y = f'(w0) - (x — o) + f(x0)

dla funkcji f(x) = ax?®+bx+coraz f(x) = /b- (1 — %)
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Elipsa i parabola

Styczna do paraboli y = 2-z? w punkcie (4\f 2) ma wiec wspol-
czynmk kierunkowy \:{ Zatem tg 8 = i (jako ze 3 € (0, %))
f = %. Prosta styczna do rozwazanej ehpsy w punkcie (4\/§7 2)

ma za$ nastepujace réwnanie:

4
v3 v+ 2y—1.
56 ¢ 287

Stad wyznaczamy:

= —V32 + 14.

Zatem tgy = —/3 oraz (jako ze v € (5,7)) dostajemy v = 2.
Ostatecznie szukany kat miedzy stycznymi ma miare:

Autorka rozwigzania: Adrianna Smoliniska
Opieka merytoryczna: dr Jedrzej Garnek

Komentarz (Adrianna Smoliriska):

Na wspotczesnej maturze z matematyki wystepujq trzy sposrod
czterech krzywych stozkowych — okrag, parabola i hiperbola. Nie-
stety pominiete zostaje bardzo wazne pojecie elipsy! Za odkrywce
krzywych stozkowych wwaza sie przyjaciela Platona — Menaich-
mosa. Poczgtkowo nie widziano dla nich znaczqcych zastosowarn.
Jednakze nikt inny, jok Johannes Kepler udowadniajgc, ze pla-
nety krgzq po krzywych eliptycznych, a Storice znajduje sie w
jednym z ich ognisk (I prawo Keplera), w wieku X VII znalazt ich
niezwykle uzyteczne zastosowanie, rozpromowujac pojecie elipsy.
Z wwagi na to odkrycie naukowe, dotychczas doskonaty ksztatt ko-
ta (Platon), zastgpiony zostat wtasnie elipsq. Zmienito to kano-
ny estetyki, wywierajgc ogromny wptyw na budownictwo! Ksztatt
eliptyczny majg, np. Plac $w. Piotra w Watykanie czy padewskie
Prata della Valle. Elipsa posiada bardzo interesujgcg wtasnosé,
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Elipsa i parabola

mianowicie kazda fala Swietlna bgdz dzwiekowa wychodzgca z jed-
nego z ognisk, odbita od jej krawedzi, wedruje przez drugie z nich.
Bolestaw Prus w swojej powiesci ,Faraon” [11] pisat o podstepie
egipskich kaptanow, ktorzy wykorzystujge powyzsze zjawisko, pro-
bowali sktocié lud egipski przeciwko faraonowi Ramzesowi XIII.
Owczesni abiturienci mieli to szczescie, by uczyé sie o elipsach.
Poza powyzszym zadaniem, np. w roku 1899, wystgpito:

Dana jest elipsa o réwnaniu 18y? + 7x?> = 126. Jaki kgt
tworzy styczna do elipsy w punkcie x = 3, y > 0 z dodatnig
potosig x?
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Suma dtugosci odcinkéw

Dany jest kat o mierze 30° z wierzchotkiem w punkcie A. Z
punktu nalezacego do jednego ramienia kata opuszczono prosta
prostopadla do drugiego ramienia kata. Nastepnie z uzyskanego
punktu opuszczono prosta prostopadla do pierwszego ramienia,
otrzymujac kolejny punkt przeciecia. Procedure te powtarzano,
za kazdym razem opuszczajac prosta prostopadly z aktualnego
punktu na przeciwne ramie kata. Oblicz sume dlugosci:

(a) pierwszych o$miu takich odcinkéw,
(b) wszystkich takich odcinkow.

Zrodto: [1, sygn. 247, str. 18-15], mature z 23.02.1911 r.
Rozwigzanie:

Zacznijmy od narysowania sytuacji z polecenia. Z jednego ramie-
nia kata prowadzimy prosta prostopadla do drugiego ramienia.

B

30° 60°
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Suma dtugoéci odcinkow

Widzimy, ze uzyskany AAaf to trojkat 30°,60°,90°. Popro-
wadZzmy kolejng prosta prostopadia.

30°

30° . 60°
A aq [e}

Powstaly Aajaf réwniez jest trojkatem 30°,60°, 90°. Kontynu-
ujac te operacje, uzyskujemy coraz mniejsze trojkaty, wszystkie
podobne z cechy Kat - Kat - Kat (patrz str. 140).

B

81
B2
B3

30°
A ay Qs o2 %1 [o%

Zauwazmy, ze szukamy sumy:

laB] + |o1 B] + o B1| + [z S| + |2 82| + [z Ba| + |3 B3| + [caB5] -
Nie policzymy jednak wszystkich z tych odlegtosci!

Niech |Aa| = a, gdzie a € Rso. Wowczas z AAaf odezytujemy:

sin 30° = |j§|| = —'af‘ |af] = asin30° = g.

7 Aaiaf dostajemy:

o B a3

30° = = = 30° = ——.
cos ] lan 8] = |af| cos 1
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Suma dtugoéci odcinkow

Podobnie, analizujac ABia1 [ otrzymujemy:

3
cos 30° = o1y = |a1f1| = |a1f|cos30° = oa
a1 3] 8

(definicje funkcji trygonometrycznych przypomnieli$my na stro-
nie 39). Widzimy, ze kazdy kolejny odcinek jest krotszy od po-
przedniego q = @ razy. Mozemy to oczywiscie tatwo pokazac:

| _ of V3 _ R s
o765 % 2 “T\/g |Oé1m

Aby obliczy¢ sume o$miu takich wyrazoéw, skorzystamy ze wzoru
na sume n wyrazow ciagu geometrycznego (patrz str. 31).
Wobec powyzszego, otrzymujemy:

8
a - (@) 175
2 - 256(2 — V/3)

Sg = =175(2 + V3)a,

co koriczy pierwsza czes¢ zadania. Aby odpowiedzie¢ na drugie
pytanie, skorzystamy ze wzoru na sume szeregu geometrycznego
(patrz str. 55). Wystarczy policzy¢:

2 a :a<2+\/§).

- 2-V3

Otrzymali$my wiec szukang sume dtugosci wszystkich odcinkow.

Autorka rozwigzania: Adrianna Smoliniska
Opieka merytoryczna: prof. UAM dr hab. Michat Jasiczak
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Odlegtosé¢ N od B

Z punktu N celujemy w punkty A, B i C, ktore leza w tej samej
plaszczyznie z N i sa od siebie oddalone AB = ¢ = 73,24m,
BC =a =282,73m, CA =0b = 65,48m. B i C pojawiaja sie w
linii prostej patrzac od N, czyli B pomiedzy N i C. Natomiast A
widziane jest z N w strone B pod katem BNA = § = 27°18'.
Jak daleko jest N od B?

Zrodto: [1, sygn. 202, str. 62 — 65, matura z 1.02.1900 r.]
Rozwigzanie:

Twierdzenie cosinusow:

W dowolnym tréjkacie kwadrat dtugos$ci dowolnego boku
jest réwny sumie kwadratéw dlugosci pozostatych bokéw
pomniejszonej o podwojony iloczyn dlugosci tych bokéw
i cosinusa kata zawartego miedzy nimi.

b

Korzystajac z oznaczen powyzszego rysunku, mozemy za-
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Odleglos¢ N od B

pisac:
& =a?+b* — 2abcos~.
Gdy trojkat jest prostokatny i kat v jest katem prostym,

relacja ta sprowadza sie do twierdzenia Pitagorasa (patrz
str. 35), jako ze cos § = 0.

\ J

Zacznijmy od wykonania rysunku pomocniczego.

7 powyzszego twierdzenia wiemy, ze:

V=d>+c®—-2-a-c-cosf3
cos(B) = 65,482 — 73,242 — 82,732
o —2-82,73-73,24

Wynika z tego, ze:
cos(B) = 0,6536.

Korzystajac z funkcji arcus cosinus (patrz str. 43) oraz kalkula-
tora, obliczamy warto$¢ kata 8 a 49, 19° oraz sin(8) =~ 0, 7569.
Majac cos(f) i sin(f), skorzystamy z definicji funkeji sinus oraz
cosinus i obliczymy dtugosci odcinkow o’ i h (patrz str. 39).

@\

cos(B) = =

c
a' = cos(B) - c
a' = 0,6536 - 73,24

a = 47,87Tm
. h
sin(g) ="
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Odleglos¢ N od B

h =sin(B) - c
h &~ 0,7569 - 73, 24
h =~ 55,44m

Teraz, znajac te dlugosci, ponownie skorzystamy z programu
WolframAlpha celem odczytania wartosci tg(d), ktora wynosi w
przyblizeniu 0, 5161. Z definicji funkcji tangens jeste$my w stanie
dojsé do dilugosci odcinka |N Bl:

h
tg(d) = ———
h
NB|=———d
T
55,44
~— — 47,87
| | 0,5161 ’
Ostatecznie otrzymujemy:
|NB| ~ 59, 55m.

Autor rozwigzania: Adam Nawrocki
Opieka merytoryczna: dr Katarzyna Taczala
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Ciag kwadratéw

Kwadrat jest wpisany w koto o promieniu r, kolo w kwadrat,
kwadrat w to kolo i tak dalej do punktu srodkowego. Jaka jest
suma wszystkich pol zbudowanych két poza danym i jaka jest
suma pol wszystkich kwadratow?

Zrodto: [1, sygn. 237, str. 15 — 16], matura z 7.09.1909 r.

Rozwigzanie:

g
L

'n

\/irn = Qp+1
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Ciag kwadratow

Niech a,, oraz r, dla n € N oznaczaja odpowiednio dtugosé¢ bo-
ku n—tego kwadratu, oraz promien n—tego kota (poza koltem
poczatkowym). Z tresci zadania oraz prostych obserwacji geome-
trycznych (patrz rysunki powyzej) otrzymujemy zatem ponizsze
rekurencje:

ap = \/§rn—l
_ 1
Tn - §an

ar =2,

gdzie r jest stala podana w treici zadania. Z rekurencji otrzy-
mujemy dwa ciagi geometryczne (patrz str. 31):

2 —lgq =2z

an =V2rp_1 = —\[an_1 Tn=350n = 57 n-1
2 3

a; = Vor r = 71",

ktorych rozwiazaniami sg
n—1 n
2 2
e (2) (Y

Zeby otrzymaé odpowiedzi, wystarczy zsumowaé pola i zasto-
sowa¢ wzOr na sume szeregu geometrycznego (patrz strona 55).
Przez Pp oznaczymy sume poél két, a przez Pg oznaczymy sume
pol kwadratow.

n=1 n=1
0o n
1 1 1
_ 2§ :() _ 2= _ 2
=T7r =T7r 1 =T7r
— 2 2 1-3



Ciag kwadratow

oraz analogicznie

00 \/i 2n
2
P =al+a3+...=(2r) Z(Q) = 4r%.

n=1

Autor rozwigzania: Cezary Dudkiewicz
Opieka merytoryczna: dr Piotr Mizerka
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Ciag kwadratow

%7/ pn A, s g
W(;M.u PAIR ) ,z,‘/m i
// . Lt e

W/// %"f"/f/'z"

Viction @biv T é'zu/;g,
o R e ad] gt fo
o g %7%4,&
m_/
3
4
€

Tre$é zadania zapisana przez J. Slebiade, 7.9.1909 r.
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11

Goéra

Jak wysoko jest gora, ktorej szczyt wylania sie z punktéw konico-
wych linii poziomej o dtugosci 200m poprowadzonej w kierunku
gory pod katem wzniesienia o = 16°4’17", 3 = 19°43'23".
Zrédto: [1, sygn. 181, s 19, 25-26], matura 2z 15.02.1898 r.
Rozwigzanie:

Zacznijmy od narysowania sytuacji z polecenia.

J

A I\ /¢

A B C

D

Z tresci zadania odczytujemy, ze |[AB| = 200m, o = 16°4'17”
oraz 3 = 19°43'23". Szukana odlegloscia jest |CD|, czyli wyso-
kos¢ trojkata AABC. Kat v mozna wyliczy¢ nastepujaco:

v = 180° — (180° — B8) —a = 3 — a.
Po podstawieniu danych wartosci katow:

v =19°43'23" — 16°4'17" = 3°38'6".
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Gora

Powotujac sie na twierdzenie sinusow (patrz str. 42), mozemy
zapisaé zalezno$¢:

AB BD 31
Bl _1BDL _\gp) = jap S22
siny  sina sin 7y
Kolejno, z definicji sinusa otrzymujemy:
CD

Y.aczac oba wzory, tatwo wyliczymy szukana wysokos§é:

icD| = |AB|22%sinp
sin ~y
sin 16°4’17"
— 2 . L 1 04 /2 "
00 336" sin 19°43°23
0,2768
~ 200 = .
00 0.0634 0,3375
~ 294,7[m].

Zatem szczyt gory znajduje sie na wysokosci 294,7 metrow.

Autorka rozwigzania: Adrianna Smoliniska
Opieka merytoryczna: prof. UAM dr hab. Michat Jasiczak

Komentarz (Adrianna Smoliriska):

Powyzsze zadanie wspdtczesnie sformutowalibysmy nastepujgco:

Podstawa trojkata wynosi 200, a katy przy podstawie ma-
ja miary « oraz 180° — 3. Oblicz wysokos$¢ tego trojkata
prostopadla do wymienionej podstawy.

Pozbawiajgc tresé polecenia kontekstu praktycznego (,,9ra”) oraz
niezrecznych wartosci kgtow, zadanie staje sie uniwersalne i przej-
rzyste.
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Czes¢ IV

Stereometria
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Podstawg stozka jest koto o promieniu r. Stozek ten ma wysokosé
wspoélna z ostrostupem prostym, ktérego podstawa jest szescio-
kat foremny, wpisany w podstawe stozka. Wysokosci bryt sg row-
ne %r. Jakie sa objetosci, dtugosci krawedzi i pola powierzchni
obu bryl?

Zrodto: [1, sygn. 203, str. 17 — 20/, matura z 22.02.1900 r.

Rysunek do =zadania wykonany przez FEricha Haesnera,
22.2.1900 r.

113



Stozek i ostrostup

Rozwiazanie:

Wystarczy po kolei stosowaé klasyczne wzory geometryczne, kto-
re podajemy ponizej przed kazdym zastosowaniem. Stosujemy
tez kilkukrotnie twierdzenie Pitagorasa (patrz str. 35) — w ta-
kich sytuacjach wskazujemy rysunek, na ktérym zaznaczono od-
powiedni trojkat prostokatny. Obliczymy najpierw wymiary pod-
staw bryl. Pole kota stanowiacego podstawe stozka wynosi oczy-
wiscie P, = 7r? (patrz str. 34). Promien okregu, r, stanowi
réwniez dlugosé boku szedciokata. Pole szesciokata stanowiacego
podstawe ostrostupa wynosi zatem:

T2\/§_3\/§r2
4 2 7

P,=6

Wysokosé stozka, ktéra oznaczymy przez Hg, wynosi Hg = %r.
Pozwala to na obliczenie objetosci stozka:

1 5
Vs = §7T’I“2HS = 671'7“3.

Do obliczenia dtugosci tworzacej stozka, oznaczanej [, zastosuje-
my twierdzenie Pitagorasa (patrz strona 35) dla trojkata z ry-
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Stozek i ostrostup

sunku powyzej:

25 29
12 — H2 42 2, .2 2
ST R 1
zatem | = —V229r. Majac warto$¢ I, mozemy podaé¢ wzér na pole

powierzchni stozka:

2 2
Ps =P, +arl =nr <T+\/279r> = 72 (14_\/»9).

2

Zajmiemy sie teraz ostrostupem. Jak wynika z treéci zadania,
jego wysoko$¢ ma dlugosé¢ Hp = %r, za$ krawedz podstawy dtu-
gos¢ r. Objetos¢ ostrostupa wynosi zatem:
1 5V3 4
= - —r°.
3 4

Oznaczmy dlugos$é krawedzi bocznej przez a. Warto$¢ ta wy-
znaczymy, korzystajac ponownie z twierdzenia Pitagorasa (patrz
rysunek powyzej):

Vo = —HoP, =

a2:H%+T2212,

zatem a = [ = @r. Wysoko§é §ciany bocznej, hy, wyznaczamy
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Stozek i ostrostup

1\> 29-1
hi—a2<2b> e )

zatem h;, = +/7r. Pole ciany bocznej, P,, mozemy zatem wy-
znaczy¢ z nastepujacego wzoru:

1
Pb = *’I’hb = ﬁ’rj.
2 2

Na sam koniec pozostaje nam znalezienie pola powierzchni ostro-
stupa:

7., 3V3 3
PO:6~Pb+Pp:6'§r2+T\[T2:3r2 (fw\g).

Autor rozwigzania: Cezary Dudkiewicz
Opieka merytoryczna:
prof. UAM dr hab. Matgorzata Bednarska—Bzdega

116



Stozek i ostrostup

Komentarz (Cezary Dudkiewicz oraz prof. UAM dr hab.
Malgorzata Bednarska—Bzdega):

Owczesne zadania czesto sktadaty sie z dwich czesci. W pierwszej
wyprowadzano wzor, a w drugiej podstawiano podang wartosé. W
tym przypadku polecenie wymagato obliczenia w przyblizeniu kaz-
dego z wymiardw dla warto$ci r = 1,234. Ponizej zawarte sq¢ ob-
liczenia abiturienta, do ktorych wykorzystat tablice logarytmiczne

(patrz Dodatek, str. 209).

1/,«,¢W>{e /5‘%&4‘4'»‘"7-
v
/g,?w - 409732
gz £ 49FIF
rFlog 29 -0 %310

4 - 432199
A5k -
g h-2rs (il s Koyt )
g 4 2¥3%4
f/}y T - PN/
e & = 46959%
»/Z:j; - B 2tAAT

Ly U < 1,69193

7

4 - 4 919¢.

i ,/f;:il’_s' (Hnliiisini o frprisiih).

09 15 <« [ 1Y 609
#3legs - L2737 96
1y V35 - 423457
—lig /g - 5920022

/,f@g/;éﬂw
Sl =L BT

3 Mnglotfe o6 Ziguth 0T 20
”~ 009732
tlegn~0 52799

r~ 499715
2ﬂm 110944

712,781,

Rozwiazanie sporzadzone

przez

rir elgr - g1t26y
S N O e L
Log rPr = 4,62 928
4,
VSR
12, P87
/;= /%/“Lyy
Brnftilf o sfrgrominih,

422808 3275
2 £ 7

2
il e

leg3 = 4 4 ¥/
u&fyr - #1264
*;/«juff,zza”
—lag 2 = 0698 5d¥1
Ajir,;_@ rLII1 S/

it'__f_ 3,0/848

175 log3= g 47%/¢
#Llgr- 119264
#ilgi=t, 15404
- lrg2=064%49% -1

@?@:ﬁ,f/%?

3r5
sy 20y

38718

AL A

4, 11132

Ericha Haesnera,

dnia

22.2.1900 r. Literkag r nauczyciel oznaczal poprawne frag-
menty rozwiazania (od niemieckiego richtig — poprawnie)
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Stozek i ostrostup

Komentarz nauczyciela: Dwa pierwsze zadania zostaly rozwigza-
ne poprawnie. Trzecie zadanie zostato rozwigzane poprawnie z
wartoScig v = 1,234 m, az do obliczen numerycznych powierzch-
ni ostrostupa (przettumaczone z niemieckiego)

118



Czasze

Po obu stronach okregu o promieniu p = 6cm znajduja sie 2
kuliste czasze o wysokosciach hy = 2cm i hy = 3cm. Jakie jest
pole powierzchni i objeto$é¢ bryly w ksztaltcie soczewki ztozonej
z dwoch kulistych czasz?

Zrédto: [1, sygn. 261, str. 12 — 13], matura z 6.02.1914 r.

Rozwiazanie:

W zadaniu szukamy zaréwno pola powierzchni P, jak i objeto-
Sci V bryly powstalej z dwoch zlozonych czasz. Polecenie dobrze
sugeruje jej podobienstwo do soczewki (dwuwypuklej). Wystar-
czy znalezé pole i objetos¢ dla kazdej z czasz z osobna, a szukana
bedzie ich suma, tzn. P = P} + P5 oraz V = V; + V5. Z polecenia
wiemy, ze p = 6cm, hy = 2cm, hy = 3cm.

Czasza 1 odcinek kuli:

Czasza nazwiemy czes¢ wspoélng sfery i potprzestrzeni do-
mknietej, wyznaczonej przez plaszczyzne tej sfery, tzn. to
czesé sfery ograniczonej przez pewien okrag lezacy na tej
sferze.
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Czasze

Przyjete oznaczenia to: R—promien kuli, r—promien cza-
szy, h— strzatka czaszy (potocznie zwana wysokoscia).
Pole powierzchni czaszy wynosi:

P =27 Rh.

Zaleznos¢ pomiedzy strzatka a promieniem wskazuje

wzor:
r=+/(2R — h)h.

Bryte ograniczona przez czasze i jej podstawe nazwiemy
odcinkiem kuli, zatem to czes¢é wspolna kuli i potprze-
strzeni domknietej wyznaczonej przez plaszczyzne przeci-
najaca te kule. Jej brzegiem jest suma kota i czaszy.
Objetosé odcinka kuli wynosi:

V= gh2(3R —h).

Przedstawmy rysunek bryly i wprowadzmy odpowiednie ozna-
czenia. Niech P; oznacza powierzchnie gornej czaszy, P, dolnej.
Poprzez Vi bedziemy rozumieé¢ objetosé¢ gérnego odcinka kuli, Vo
— dolnego.
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Czasze

Zauwazmy, ze aby rozwiaza¢ zadanie, potrzebujemy wyznaczy¢
promienie kul, co uzyskujemy, przeksztalcajac wzor na zaleznosé
pomiedzy strzatka a promieniem:

r2 4+ h?
2h

Obliczamy poszczegdlne promienie, zaczynajac od promienia kuli
dla gornej czaszy:

R=

_pP+hi 36+4

R
! 2h, 4

10 [cm)] .
Dla dolnej mamy:

_pP+hy 3649 15

R =5, 6 5 Lo

Przechodzimy do obliczenia pola bryty:

P = P+ P,=2nRihy +27wRshs = 27T<R1h1 + Rghg)

27r(10~2+125~3> = 857 [em?] .

Pozostalo obliczy¢ objetosé:

V = Vi+Wh= ghf(?)Rl — )+ §h§(3R2 ~ ho)
= % [MGR — )+ h3(BR — ho)]
s 45 5757
— Tla60-2 2 3)| =287
3[<30 )+9(2 3)} :
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Czasze

= 95%7r [cm?’] .

Ostatecznie pole powierzchni bryly wynosi: P = 857 cm?, a ob-

jetos¢ V = 9527 cm?.

Zadania tego typu, niezaleznie od zadanej bryly, mozna roz-
wigzywac stosujac metode obliczania objetosci i pola powierzchni
bryly przy uzyciu catki podwojnej. Zaprezentujemy takie rozwia-
zanie dla powyzszych danych. Zalézmy, ze okrag wspomniany
w zadaniu lezy na plaszczyznie OXY, a jego $rodek w punk-
cie (0,0,0). Szkicujemy rysunek pogladowy, na ktory nanosimy
dane z zadania. Do naszych celéw wystarczy rysunek w dwoch
wymiarach - rzut na plaszczyzne wyznaczong przez osie x oraz z.

Zaczynamy od wyznaczenia §rodka i promienia okregu O;.
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Czasze

Roéwnanie okregu:

Okrag o srodku w punkcie (a,b) i promieniu R > 0 jest
zbiorem wszystkich punktow plaszczyzny (x,y) speinia-
jacych réwnanie:

(x—a)®+ (y — b)* = R

Powyzsze rownanie jest postacia kanoniczna.

\ J

Rownanie okregu o srodku w punkcie S = (0, z1) i promieniu Ry
mozemy zapisa¢ w postaci:

2?2+ (2 —21)? = RS

Podstawiamy do niego wspolrzedne dwoch punktéw, ktore naleza
do okregu — (0,2) oraz (6,0) — i tworzymy ukltad rownan:

024+ (2-2)% = R?
62+ (0—2z)* = RI

Po podniesieniu do kwadratu otrzymujemy:

4—4z1+27 = R}
36 +22 = RI

Przyréownujemy do siebie obie strony réwnania:
36 4 27 =4 — 4z + 23

Stad wyliczamy z; = —8. Otrzymany wynik podstawiamy do
pierwszego réwnania, skad wyznaczamy R; = 10. Ostatecznie
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Czasze

roéwnanie okregu O; ma postac:
22 + (2 +8)% = 100,
natomiast rownanie kuli K7, ktorej rzutem jest 6w okrag:
22 4+ 9% + (2 + 8)% = 100.

Interesuje nas czes¢ kuli dla z > 0. Wyznaczamy z z réwnania
kuli, pamietajac o tym zalozeniu:

z=1+/100 — 22 — y2 — 8.

Zapisujemy ostatecznie réwnanie gornej czesci czaszy:
z=4/100 — 22 —y? — 8
2 +y? < 62

Roéwnanie dolnej czesci czaszy wyznaczamy analogicznie z uwzgled-
nieniem, ze tym razem mamy z < 0, otrzymujac:

z=—\/(B)? -2 -2+ 3
2 +y? <62,

Przechodzimy teraz do wtasciwej czesci rozwiazania, w ktorej
pokrétce postaramy sie przyblizy¢ temat calki pod katem za-
stosowania do wyznaczenia pola powierzchni i objetosci bryty.
Zaczniemy od policzenia objetosci czaszy.

( \

Objetosé bryly ograniczonej obszarem:

Jezeli bryla ograniczona jest obszarem D:

{ a<xz<b
g1(z) <y < g2(7)

oraz funkcjami dwoch zmiennych f; i fo, odpowiednio z
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Czasze

dotu i z gory, to wzoér na jej objetosé jest nastepujacy:

V= //D (fi(z,y) = fo(x,y)) dody

b rga(x)
= / / L B9) ~ fole ) dedy
a Jgi(z

\ J

Poniewaz w naszym przypadku obszarem, po ktérym caltkujemy,
jest okrag, przydatne okaze sie przejécie na wspotrzedne biegu-
nowe, ktorego dokonujemy przez podstawienie

T =17r-CoS¢p
y=71-sin¢

oraz zastosowanie nastepujacego faktu:

Objetosé bryly ograniczonej obszarem dla wspo6l-
rzednych biegunowych:

Jesli D jest obszarem catkowania danym odpowiednio ja-

ko:
{ a<xz<b

g1(7) <y < g2(x)

oraz roéwnowaznie:

0<r<R
0< o< 2m,

gdzie © = rcos ¢, y = rsing, f1 i fo jak wyzej, wzér na
objetosé bryly przedstawia sie nastepujaco:

V= //D (f1(rcos@,rsin @) — fo(rcos ¢, rsing)) rdrde

2m R
= / / (fi(rcos ¢, rsin @) — fa(rcos ¢, rsing)) rdrde.
o Jo

\ J
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Czasze

Uzyskujemy wowczas state granice catkowania, co znacznie uta-
twi obliczenia. W naszym przypadku funkcja ograniczajaca z go-

ry jest: fi(xz,y) = /100 — 22 — y? — 8, a ograniczajaca z dotu:

fo(@,y) = —1/($2)? — 22 — y? + 3, natomiast obszarem catko-
wania wspomniany okrag: 2 + 2 < 6°. Dokonujemy przejicia
na wspélrzedne biegunowe:

x =rcos¢ ¢€[0,2m)
y =rsing re]|0,6].

Uzyskujemy wowczas: f1(rcos@,rsing) = /100 — 2 — 8 oraz

fa(rcos ¢, rsing) = —y/ (1—25)2 — 12+ 3. Podstawiajac wyliczone

funkcje do wzoru na objeto$¢, mamy:

e 15\° 9
V:/ / V100 — 72 — 8+ <2> —7"2—5 rdrde.
o Jo

Liniowosé calki:

Dla dowolnych statych a, b oraz funkcji catkowalnych f
i g prawdziwy jest wzor:

/(af+bg)=a/f+b/g.

\ J

Zajmijmy sie najpierw obliczeniem catki wewnetrznej, ktéra ozna-
czymy jako I. Korzystamy tu z liniowosci catki, dodajac uprzed-
nio —8 do 79

1
I*/ \/mrdr+/ \/ﬁrdr/ —rdr

Obliczymy kazda z tych catek z osobna, w dwoch pierwszych sto-
sujac metode catkowania przez podstawienie (patrz ramka poni-
zej) oraz podstawowe wzory na pochodne (patrz str. 1).
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Metoda calkowania przez podstawienie:

Dla funkcji ciggtej f i funkcji g, majacej ciggta pochodng,
zachodzi nastepujacy wzor:

/abﬂg(x dxf/ 0

gdzie t = g(x), dt = ¢'(x)dz, g(a) = a, g(b) = B.

6 100 —r2 =t 1 64
Ilz/ V100 —r2rdr = | —2rdr =dt| = —= VEdt
0 rdr:’Tdt 100

Odwroécenie kolejnosci granic catkowania:

Dla dowolnej funkcji catkowalnej na przedziale [a, b] praw-

dziwy jest wzor:
b a
[r=-f+
a b

1 100

64

Podstawowe wzory na calki:
e [a=ar+CdlaacR,
o [2" = a2 +CdlaneR\{-1},
gdzie C jest dowolng stalag. W przypadku calek oznaczo-
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Czasze

nych, czyli takich z granicami catkowania, nie dopisujemy
statej C', a korzystamy z ponizszego wzoru.

Wzor Newtona-Leibniza:

b
/ f(z)dz = [F(@)]’, = F(b) — F(a),

gdzie F jest funkcjg pierwotnag funkcji f ciaglej na prze-
dziale [a,b], tzn. F'(z) = f(x).

. J

oraz wzor Newtona-

[N

Stosujac wzér na caltke z x™ przy n =
Leibniza, obliczamy:

100
12 1 4-8 4
Lo L2 1000 648 ass
237V ], 3 3 3

Catke I, = foﬁ (%)2 — 72 rdr liczymy przy uzyciu analogicz-
nych podstawieri i metod, otrzymujac: I = %. Calka Is =
f06 2—257“ dr jest elementarna, wiec obliczamy ja, korzystajac ze
wzoru na catke z ™ przy n = 1 oraz liniowo$ci catki, uzyskujac w
wyniku: I3 = —225. Mozemy teraz wroci¢ do calki I i podstawié

otrzymane wyniki:

488 441 575
=3+ -25=1

Powracamy do wyjsSciowego wzoru na objeto$¢, podstawiamy wy-
nik caltki I i prowadzimy obliczenia do korica:

ﬁdgb: —[qﬂo T=—m=95-7 [cm?’] .

27
V:/ 575 575 Qﬁ:%a _ 575 5
0 12 12 6 6

Przechodzimy do obliczenia pola powierzchni bryty.
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Pochodna funkcji zlozonej:

Jezeli funkcja f ma pochodna w punkcie g(z), a funkcja
g - w punkcie z, to:

(flg(@))" = f'(9(x)) - g'(x).

Pochodne czastkowe funkcji dwoéch zmiennych:

%7 % obliczamy tak jak ,zwykte” pochodne, w pierw-

szym przypadku traktujac y, a w drugim x jako stala.

Pole plata powierzchniowego funkcji dwoéch
zmiennych ograniczonej obszarem:

Wzér na pole plata powierzchniowego funkcji dwdch
zmiennych f ograniczonej obszarem D:

jest nastepujacy:
- of 2 of 2
P—/N”(ax) «(5) e
b g2(x) 2 2
:/ / \/1+ <8f> + (3]”) dxdy,
a gl(ﬂi) 8.’E 8y

gdzie %, % sg, pochodnymi czastkowymi funkcji f.

Zauwazmy, ze we wzorze wystepuje tylko jedna funkcja, a nie jak
w przypadku objetodci — ograniczajaca z goéry i z dotu. Wobec
tego konieczne jest podzielenie naszego rozwigzania na dwa etapy
— najpierw obliczymy pole dla z > 0, nastepnie dla z < 0. W
tym wypadku uwzglednimy zmiane znaku funkcji ograniczajacej,
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Czasze

poniewaz pole powierzchni jest dodatnie. Na konicu dodamy do
siebie oba wyniki, uzyskujac szukana objeto$¢ bryty. Oznaczmy
pole gornej powierzchni jako P;. Obliczamy pochodne czastkowe

funkcji f(z,y) = /100 — 22 — 32 — 8:

8 —T
VI =22 =7 —8) =

- (V100 =22 =2 - 5)

100 — 22 — o2
0 (VI =a? =7 - 8) = ———L
dy 100 — 22 — y2

Podstawiamy dane do wzoru na pole plata powierzchniowego
funkcji f, ograniczonej okregiem z2 + y? < 6 i analogicznie jak
przy liczeniu objetosci, przechodzimy na wspotrzedne biegunowe:

P 1 z? y? de d
1_//£z+yz<6 T2 T2 Y

21 6 \/77& 21 6 10
= 1+ ——rdrd :/ / ———rdrdo.
/0 /o 100 — r2 ¢ o Jo V100 — 72 ¢

Rozpoczynamy od obliczenia calki wewnetrznej metoda przez
podstawienie, wykorzystujac zalezno$ci wprowadzone w czesci
dotyczacej objetosci:

100 —r2 =t

6 64
10 1 10dt
——rdr=|-2rdr=dt| = —= —
/0 V100 — 72 A 2 Ji0 Vit
2
1 1104t 100
Sl
2 Jea Vi 64
=100 — 80 = 20.

Podstawiamy otrzymany wynik catki wewnetrznej do wyznaczo-
nego wzoru na P i za pomoca poznanych wzoréw i prostych
obliczen dochodzimy do wyniku:

27
P :/ 20d¢ = 20 - 2 = 407.
0
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Pole dolnej powierzchni P, wyliczamy analogicznie, pamietajac

o zmianie znaku funkcji g(z,y) = 4/ (1—25)2 —22—y?— 5. W re-
zultacie otrzymujemy P, = 457. Szukane pole powierzchni bryty

wyznaczamy przez zsumowanie obu wynikow:
P = P 4+ P, = 407 + 457 = 857 [em?] .

Zauwazmy, ze wyliczone za pomocg calki podwéjnej objetosé i
pole powierzchni bryly pokrywaja sie z tymi uzyskanymi wcze-
$niej.

Autorki rozwigzania: Adrianna Smoliriske i Klaudia Piwo-
warczyk
Opieka merytoryczna: dr Katarzyna Taczala

Sylwetka abiturienta: Pawel Kazimierz\
Cyms, urodzony 2 marca 1894 w Pawtowie
(pow. witkowski). Po maturze wstapit do Ar-
cybiskupiego Seminarium Duchownego w Po-
znaniu. W 1916 r. wcielony do armii niemiec-
kiej. Ukonczyl szkole oficerska. Na poczat-
ku 1919 r. dowodzil kompania gnieznierisko-
wrzesinska wyzwalajaca Trzemeszno, Mogil-
no, Strzelno, Kruszwice i Inowroctaw. Bral udzial w wojnie
polsko-bolszewickiej i w IIT Powstaniu Slaskim. W czasie II
Kwojny dziatal w ZWZ-AK. Zmart 13 listopada 1949 r. )
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Kula i walec

Na koricach A i B sztywnej, niewazkiej linii prostej zawieszono
walec o promieniu i wysoko$ci a oraz wydrazona kule ze Sciang o
grubosci d = % - a, obydwa wykonane z tego samego materiatu.
Jak duzy musi by¢ promieri zewnetrznej sfery, jesli punkt, w
ktorym AB ma uzyska¢ rownowage, ma znajdowaé sie na linii
AB w 4 : 3 jej dtugosci?

Przyjmij m = v/30.

Zrédto: [1, sygn. 182, str. 40 — 41], matura z 9.02.1892 r.
Rozwiagzanie:

Rysunek pomocniczy:

A 43 B r

Niech Vi, oznacza objeto$¢ wydrazonej kuli, zas V,, — objetosé
walca. Mamy:
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Kula 1 walec

Roéwnanie dzwigni:

Roéwnanie dzwigni opisuje rownowage momentow sit dzia-
tajacych na dzwignie. Dla dzwigni dwustronnej mozemy
zapisaé je w postaci:

Fi-dy = F; - dy,

gdzie Fy i Fy to sily dziatajace na dzwignie, a dj i da
to ich odpowiednie odlegtosci od punktu podparcia. Wa-
runek ten gwarantuje réwnowage dzwigni. W przypadku,
gdy sily te pochodza od mas zawieszonych na dzwigni,
wielkosci F; oraz F, mozna zastapi¢ masami tych obiek-
tow.

d1 d2

| — — |

Fl lf:z

\ J

W tym wypadku sity F; i Fy oznaczaja site grawitacji z jaka
ziemia przycigga odpowiednio walec oraz kule. Wyraza sie je na-
stepujacymi wzorami Fy = my,-g i Fo = my-g, gdzie my, = V,,-s
imy = Vi-s (s oznacza gestosé materiatu, z ktorego wykonane sa
kula i walec — patrz str. 176), oznaczaja masy walca i kuli. Oba
obiekty sa wykonane z tego samego materiatlu oraz przyspiesze-
nie ziemskie oddzialuje na nie tak samo, co oznacza, ze ich masy,
a co za tym idzie sita grawitacji, sa wprost proporcjonalne do ob-
jetosci. Jezeli chcemy, by punkt réwnowagi znajdowat sie w 4:3
dtugosci linii, to z powyzszego réwnania dzwigni otrzymujemy
nastepujaca rownos¢:

4
4aPm =3 - §7T(R3 —(R—d)*),
ktora mozna przeksztalci¢é w nastepujacy sposob:

a®>=R*— (R—d)?
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Kula 1 walec

a® = R® — R® + 3R*d — 3Rd” + d°
a® = 3R*d — 3Rd® + d*
3R?d —3Rd*> +d* — a® = 0.
Teraz, podstawiajac d = % -a, otrzymamy réwnanie kwadratowe
0 nastepujacej postaci:

2 3 _ 3,3
9@ a a® —a’m”
3R E—3Rﬁ+T—O.

Wyréznik tego réwnania wzgledem R ma nastepujaca postaé:
9a* a® —a*m?® 3a
m4 m3 m’
Celem uproszczenia zapisu, na tym etapie podstawimy m = /30
tylko w liczniku, otrzymujac:

4 2
A 357;1 N A \/35Za
m m

Powyzsze réwnanie ma zatem dwa rozwiazania:

 3a2+V357a2 m  a(3+ V/357)

f m? 6a . 6930
oraz
R_ 3a% — /357a m _ a(3—V357)

m2 60 630

Promien sfery nie moze by¢ ujemny, wiec z tych rozwigzan wy-
bieramy pierwsze:

R a(3 ++/357)

= ———— =~ 1,174a.
6+/30

Autor rozwigzania: Adam Nawrocki
Opieka merytoryczna: dr Pawel Placzek
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Swiecacy Punkt

Jak daleko musi znajdowac sie §wiecacy punkt od kuli, aby o§wie-
tlona czes¢ stanowila 1 jej powierzchni?

Zrédto: [1, sygn. 183, str. 1, 21-22], matura z 1899 r., termin wielkanocny

Rozwiazanie:

Whpierw wyobrazmy sobie te sytuacje. Mamy dana kule oraz od-
dalony od niej $wietlisty punkt. Na ponizszym rysunku O jest
srodkiem kuli, R jest jej promieniem, natomiast P reprezentuje
zrodto $wiatla. Nastepnie zaznaczmy poprzez x odlegto$¢ punktu
od powierzchni kuli - szukana zadania. Zauwazmy, ze o§wietlong
powierzchnie ograniczaja styczne do kuli - f i g, poprowadzone
od $wiecacego punktu. Punkty styku oznaczmy przez @ oraz S.
Zwréémy tez uwage, ze szukana przez nas powierzchnia, to nic
innego, jak odcinek kuli bez podstawy. Odleglosé |QS| miedzy
punktami styku jest najwieksza - réwna $rednicy (wycietej) pod-
stawy, o ktérej mowa powyze;j.
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Swiecacy Punkt

Odcinek kuli jest bryla ograniczona przez czasze i jej podsta-
we. Przypomnijmy, ze wzory zwiazane z czaszami omoéwiliSmy
w rozdziale 13 (patrz str. 119). Interesuje nas jedynie o$wietlona
powierzchnia, czyli czasza. Skorzystamy ze wzoru na pole boczne

odcinka kuli, tzn. pole czaszy:

Peroszy = 2w RA.

Aby rysunek stal sie czytelniejszy dla
obliczen, narysujemy go w przekro-
ju. Oznaczenia pozostaja te same. Do-
datkowo polaczymy ze soba punkty
styku - Q oraz S, przez y zaznaczymy
brakujaca odlegtos¢ od punktu prze-
ciecia najkroétszej prostej przechodza-
cej przez P i kule (czyli prostej ,re-
alizujacej” odlegtosé x) do tego tacze-
nia. Widzimy, ze dopisana odleglosé¢
Y, to nic innego jak wysoko$¢ h cza-
szy. Podstawmy do wzoréw to, co do-
tychczas wiemy. Chcemy, aby oswie-
tlona cze$¢ stanowila i powierzchni
kuli, wiec:

1
Pczaszy = —Pruli-

4
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Swiecacy Punkt

Zestawiajac wspomniany wcze$niej wzor na pole czaszy ze zmie-
nionym oznaczeniem wysoko§ci oraz wzér na pole kuli (patrz
str. 36) Prui; = 47 R2, otrzymujemy:

1
2TRy = Z47rR2,

a po uproszczeniu:
1
=—-R.
Y73

Znalezlismy kluczowa niewiadoma do rozwiazania zadania. Teraz
skupimy sie, by wyznaczy¢ szukana — x. Raz jeszcze, uzupelnij-
my rysunek. Ze wzgledu na fakt, ze f jest styczna, APQO jest
trojkatem prostokatnym. Diugosé |QT| jest wysokoscia trojkata
APQO, zatem powstate trojkaty AQOT oraz APQT rbéwniez
sa prostokatne. Mozemy wiec zastosowaé twierdzenie Pitagorasa
(patrz str. 35).

Whpierw dla trojkata AQOT"

R? = |OT|? +|QT|*.

Uwzgledniajac y = iR dla |OT| =
R — y, otrzymujemy:

1

3
T|? = R? - ~R?> = “R%.
Q1| =1

Teraz 7 trojkatow APQO i APQT \\'LT
dostajemy uktad réwnan:

{IQPI2 = |QTJ? + |PT?

IQP|2 + R? = |OPJ2.

Wprowadzajac znane dane i prze-
ksztalcajac, mamy:

QPP = 3R* + (¢ + LR)’
QP2 = (z+ R)? — R2.

Stad:
3 o 1) 2 2
SR+ (24 5R) = (e+ R’ - R
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Swiecacy Punkt

Po rozwinieciu, np. ze wzoru skréconego mnozenia na kwadrat
sumy, tj. (a + b)? = a® + 2ab + b, mamy:

3 1
ZR2+x2+xR+ZR2 =22+ 22R + R?> — R?,
co po uporzadkowaniu daje:
R? = zR.

Mozemy obustronnie podzieli¢ przez R, poniewaz jest to dtugosé
promienia zadanej kuli — czyli wielko§¢ dodatnia:

z=R.

Zatem, aby $wiecacy punkt oswietlal i powierzchni kuli, musi
by¢ od niej oddalony o odlegto$é jej promienia — R.

Zadanie mozna tez rozwiazaé, korzystajac z podobienstwa tréj-
katow — tak wlasnie podszedt do tego problemu abiturient pisza-
cy te mature.

( )

Podobienstwo trojkatow:
Moéwimy, ze trojkaty AABC oraz AA'B’'C’ sg podobne,
jezeli ich boki sa parami proporcjonalne, tzn.:

|AB| _ |[BC| _ |AC]
|A/B/| - |B'C’| - |A/C/|'

Zapisujemy to w nastepujacy sposob:
AABC ~ NA'B'C’

Przyktadowo, trojkaty na ponizszym rysunku sg podobne.
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Swiecacy Punkt

(o4

/®>\ >
g == Np B o

Trojkaty podobne maja katy o tej samej mierze. Jezeli
zachodzi dowolny z ponizszych warunkéw, to trojkaty sa
podobne:

e cecha KKK (Kat-Kat-Kat) — miary odpowiednich
katow sa réwne,

e cecha BBB (Bok-Bok-Bok) — stosunki odpowiednich
dhugosci bokéw sa rowne,

e cecha BKB (Bok-Kat-Bok) — stosunki dlugosci
dwoch par bokéw sa réwne i maja réwne miary ka-
téw pomiedzy tymi bokami.

- J

Po ponownym wyliczeniu, ze y = %R i stworzeniu odpowied-
nich rysunkéw, zauwazamy, ze APQO oraz AQTO sa podob-
ne z cechy KKK (sa to trojkaty prostokatne, o wspolnym kacie
£QOP = £QOT). Wobec tego mozemy zapisaé stosunek:

0Q| _ |OP|

loT]  [0Ql
Uwzgledniajac przyjete oznaczenia, otrzymujemy:

R
R?’=(z+R)- 3
skad wyliczamy x = R.

Autorka rozwigzania: Adrianna Smoliniska
Opieka merytoryczna: dr Piotr Mizerka
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Czes¢ V

Geometria sferyczna
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Geometria sferyczna

W tej czedci pojawia sie zadania zwigzane z geometriag na po-
wierzchni kuli. Poniewaz obecny program szkol nie omawia tych
zagadnien, to ponizej przedstawimy pojecia niezbedne do zrozu-
mienia i rozwigzania zadan z nig zwigzanych.

Okregiem wielkim nazywamy taki okrag na sferze, ktorego
srodek pokrywa sie ze Srodkiem sfery. Na ponizszym rysunku
okregi wielkie zostaly narysowane kolorem czarnym, natomiast
okregi szare nie sg okregami wielkimi.

Latwo zauwazy¢, ze dowolne dwa rézne okregi wielkie przecinaja
sie w dokladnie dwoéch punktach. Kat pomiedzy stycznymi do
tych okregéw w punkcie przeciecia nazywamy katem miedzy
okregami wielkimi.
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Geometria sferyczna

Przez dwa dowolne punkty sfery, ktore nie sg koricami jednej
§rednicy, przechodzi dokladnie jeden okrag wielki. Przez punk-
ty, ktore sa koncami jednej $rednicy (np. biegun poiocny i bie-
gun potudniowy na kuli ziemskiej) przechodzi nieskoriczenie wie-
le okregéw wielkich. Odlegloscia sferyczng miedzy punktami
na sferze nazywamy miare kata srodkowego, na ktérym oparty
jest tuk okregu wielkiego przechodzacego przez te punkty.

Niech dane beda punkty A, B,C nielezace na jednym okregu
wielkim. Tréjkatem sferycznym o wierzchotkach A, B, C na-
zywamy fragment sfery ograniczony przez trzy tuki okregéw wiel-
kich wyznaczonych przez pary punktéow Ai B, BiC oraz AiC
odpowiednio. Przez dlugosé boku w takim tréjkacie rozumie-
my odlegloé¢ sferyczna miedzy wierzchotkami. Trojkat nazywa-
my eulerowskim, jesli wszystkie boki maja dlugos$é¢ mniejsza
niz 180°.
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Geometria sferyczna

<>

<
/2 (N

W zadaniach z tej czesci bedziemy korzysta¢ z nastepujacego
twierdzenia:

Twierdzenie 15.1 (I twierdzenie cosinusow dla trojkatow sfe-
rycznych). Niech «, (3,7 beda kgtami w trojkgcie sferycznym.
Niech a,b,c bedg dtugosciami bokéw naprzeciwko kgtéow o, 3,y
odpowiednio. Wowczas zachodzg nastepujgce wzory:

cosc = cosa - cosb+sina-sinb - cosy
cosa = cosb-cosc+sinb-sinc - cosa

cosb =cosc-cosa+sinc-sina - cos (.

Autorka tekstu: Zofia Gotlaska
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Jaka jest najkrotsza odlegtosé (na kuli) miedzy Strassburgiem
(48,58°N; 7,77°E) a Dreznem (51,04°N;13,73°FE)?
Zrédto: [1, sygn. 287, str. 6 — 7], matura z 7.09.1909 r.

Tres¢ zadania zapisana (w jezyku niemieckim) przez
Leona Cymsa, 7.09.1909 r.
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Ze Strassburga do Drezna

Rozwiazanie:

Wspélrzedne geograficzne:

Potozenie punktu na Ziemi okre§lamy za pomoca wspol-
rzednych geograficznych. Dlugoscia geograficzna na-
zywamy kat miedzy polplaszczyzna poludnika zerowego
a potplaszczyzng poludnika na ktérym znajduje sie da-
ny punkt. Na rysunku jest ona oznaczona symbolem .
Dhugosé geograficzna przyjmuje wartosci od 0° do 180°.
Szerokoscia geograficzna (kat ¢ na rysunku) nazywa-
my kat pomiedzy plaszczyzna réwnika a prosta przecho-
dzaca przez dany punkt i §rodek Ziemi. Przyjmuje ona
warto$ci od 0° do 90°. Podajac wspolrzedne geograficzne
w pierwszej kolejnosci podajemy szerokosé, nastepnie dtu-
gosé geograficzna. Dodatkowo podajemy czy punkt znaj-
duje sie na poétkuli péinocnej czy potudniowej dopisujac
do szeroko$ci geograficznej litere N lub S odpowiednio.
Podobnie do dtugosci geograficznej dopisujemy litere E
lub W w zaleznosci od tego czy punkt znajduje sie¢ na
potkuli wschodniej czy zachodniej.

N
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Ze Strassburga do Drezna

Czasami zamiast zaznaczania symbolami na ktérej pot-
kuli znajduje sie dany punkt, przyjmujemy, ze punkty na
potkuli potudniowej maja ujemng szerokosé geograficzna,
a punkty na poétkuli zachodniej - ujemna dlugosé geogra-
ficzna.

\ J

Rozwazmy trojkat sferyczny utworzony przez biegun potnocny N,
Strassburg A i Drezno B.

Kat v miedzy plaszczyznami wyznaczonymi przez tuk NA (czyli
fragment potudnika, na ktérym lezy Strassburg) oraz tuk NB
(czyli fragment poludnika, na ktorym lezy Drezno) jest rowny
roznicy dlugosci geograficznych obu tych miast

v =13,73° = 7,77° = 5,96°.

Niech a oraz b beda dlugosciami sferycznymi bokéw NA i NB
odpowiednio. Zauwazmy teraz, ze suma kata a i szerokosci geo-
graficznej Strassburga jest réwna 90°. Stad:

a = 90° — 48,58° = 41, 42°.
Podobnie
b=90° — 51,04° = 38,96°.
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Ze Strassburga do Drezna

Obliczymy kat ¢, czyli kat, na ktorym oparty jest tuk AB. Z twier-
dzenia cosinuséw dla tréjkatow sferycznych mamy, ze:

cosc = cosa-cosb+sina-sinb - cos~y.
Zatem

cosc = cos41,42° - cos 38,96° + sin41,42° - sin 38, 96° - cos 5, 96°
=~ 0,99683.

Stad
c=4,56°.

Szukana odleglo$¢ jest réwna =527 R, gdzie R to promieni Zie-

mi. Przyjmujac teraz, ze promiert Ziemi R jest réwny 6371km,
dostajemy szukang odlegtosé
c 4,56

360° 2TR ~ 360° 27 - 6371km =~ 507km.

Autorka rozwigzania: Zofia Gotaska
Opieka merytoryczna: dr Adam Przestacki

4 Sylwetka abiturienta: Leon Cyms ur. N
19.02.1885 r. w Gasiorkach w pow. staro-
gardzkim. Byl bratem powstancéw Adolfa i
Pawla. Mature zdat w 1909 r. w GnieZnie.
Po ukoriczeniu studiéw seminaryjnych w Po-
znaniu i w Gnieznie, w 1914 r. przyjal $wie-
cenia kaptanskie. Od listopada 1918 czlonek
Polskiej Organizacji Wojskowej, w czasie Po-
wstania Wielkopolskiego kapelan IT kompanii
grodziskiej. Od 1921 r. proboszcz w Gryzynie. Zmart 23
\ sierpnia 1931 r. )
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Ze Strassburga do Drezna
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Rozwiazanie abiturienta. Literka » w lewym dolnym rogu zostata
napisana przez nauczyciela i oznacza richtig (poprawnie)
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Statek

Statek ptynie z poczatkowym azymutem o = 20°25’ z miejsca C,
ktorego wspolrzedne wynosza (65°30'N; 3°45'10” E') najkrotsza
droga do miejsca A, ktore znajduje sie na zachod od C, i pokonuje
600 mil geograficznych. Jaka jest odlegtosé (na kuli) miejsca A
od miejsca B o wspoétrzednych (20°25'10” N; 30°55'5" E)?
Zrodto: [1, sygn. 236, str. 26-30], maturae z 20.01.1909 r.
Rozwigzanie:

Mile geograficzne: Mila geograficzna to jednostka dtu-
gosci rowna dtugoéci tuku okregu wielkiego ma powierzch-
ni Ziemi, opartego na kacie srodkowym %50. Przyktadowo
réwnik ma dlugosé 360- 15 mil geograficznych, a odlegtosé
miedzy biegunem poéinocnym, a biegunem poludniowym
wynosi 180 - 15 mil geograficznych.

. J

Poniewaz statek ptynie najkrotsza droga, wiec porusza sie on po
okregu wielkim, ktory przecina potudnik 3°45'10” E' w punkcie C
pod katem « = 20°25’.

Zadanie rozwiazemy korzystajac trzykrotnie z twierdzenia cosi-
nusow dla trojkatow sferycznych. Na poczatku obliczymy wspot-
rzedne geograficzne punktu A. Rozwazmy trojkat sferyczny utwo-
rzony przez biegun poinocny N, oraz punkty A i C.
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Wiemy, ze

<JACN =180° — o = 159°35".

Niech ¢ oznacza odleglosé sferyczng miedzy punktem C, a bie-
gunem péimocnym N. Wtedy

c=90° — 65°30" = 24°30'.

Niech n bedzie odlegloscig sferyczna punktow A i C. Woéwcezas
7 definicji mili geograficznej mamy

1
= -— =40°.
n = 600 R 0

Obliczymy kat a, czyli odlegloéé sferyczng miedzy punktami N
i A. Z twierdzenia cosinusoéw dla trojkatow sferycznych (w tréj-
kacie ACN) wiemy, ze

cosa = cosc-cosn +sinc-sinn - cos<TACN
= c0s24°30’ - cos 40° + sin 24°30" - sin 40° - cos 159°35’
~ 0, 447256.

Zatem

a =~ 63°25'56".
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Szerokosé geograficzna punktu A jest rowna 90° —a = 26°34'4”.
Aby obliczy¢ dtugosc geograficzng punktu A obliczymy kat <ANC.
Z twierdzenia cosinuséow (dla trojkata sferycznego ACN) mamy

CcosST = cosc-cosa+sinc-sina - cos<tANC.

Stad
cos <ANC — coS n.— cos'c -cosa
sinc-sina
~ cos40° — cos 24°30" - cos 63°25'56"
sin 24°30’ - sin 63°25’56"
~ 0, 968063.
Zatem

<ANC = 14°31'9".

Zauwazmy, ze <ANC jest rowny roznicy dlugosci geograficznych
punktow A i C (o ile przyjmujemy, ze punkty na pétkuli zachod-
niej maja ujemng dlugosé geograficzna). Zatem dlugosé geogra-
ficzna punktu A jest rowna 3°45'10"” — 14°31'9” = —10°45'59".
Podsumowujac, punkt A ma wspotrzedne (26°34’4” N, 10°45'59"W).
Aby obliczy¢ odlegtos¢ miedzy punktami A i B, obliczymy naj-
pierw odleglosc¢ sferyczna tych punktow (podobnie jak w zadaniu

Ze Strassburga do Drezna, patrz Rozdzial 16).

—_

8y
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Statek

Zauwazmy, ze kat sferyczny przy wierzchotku N jest réwny rézni-
cy dtugosci geograficznych punktow A i B (ponownie, jesli przyj-
mujemy ujemne dlugosci geograficzne dla punktéw na poétkuli
zachodniej). Zatem

<ANB = 30°55'5" — (—10°45'59") = 41°41’4".
Zgodnie z wcze$niejszymi obliczeniami
a = 63°25'56".

Niech b oznacza odleglo$¢ sferyczna miedzy biegunem poédinoc-
nym N, a punktem B. Wtedy

b= 90° — 20°25'10" = 69°34'50".

Szukamy kata d, czyli sferycznej odlegtosci miedzy punktami
A i B. 7 twierdzenia cosinuséw dla trojkata ABN dostajemy
nastepujacag rownosc:

cosd = cosa-cosb—+sina-sinb-cos<tANB
= cos 63°25'56" - cos 69°34'50”
+ 5in 63°25'56" - sin 69°34’50” - cos 41°41'4"”
~ 0, 782029.

Zatem
d ~ 38°33'12".
Stad odleglto$¢ miedzy punktami A i B jest rowna

d 38°33'12"
orR="""""" .or. ~ .
360° TR 360° 2m - 6371km ~ 4286, 9km

Autorka rozwigzania: Zofia Gotaska
Opieka merytoryczna: dr Adam Przestacki
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Komentarze nauczyciela po lewej od rozwiazania: Drobny blgd
w obliczeniach. Zatozenie jest btedne (przettumaczono z jezyka
niemieckiego)
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Statek

Komentarz nauczyciela po lewej od rozwiazania: W dalszym toku
rozumowanie jest poprawne, nie liczge blednego zatozenia (prze-
thumaczono z jezyka niemieckiego)
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Komentarz (Zofia Golaska):

Uczeni rozwigzat zadanie innym sposobem (patrz skany oryginal-
nej pracy powyzej). Najpierw obliczyt odlegtosé sferyczng punk-
tow C i B, a potem kgt ECB, gdzie E = (0°N,3°45'10"E).
Popetnit bled, przyjmujgc, zZe trojkgt EBC jest prostokgtny. Na-
stepnie obliczyt odlegtosé sferyczng punktow A i B korzystajgc
z twierdzenia cosinuséw dla trojketa ABC. (Kgt przy wierzchot-
ku C jest rowny (o + <ECB), a diugosci bokéw AC i CB sq
znane.) Rozwigzanie ucznia mozna poprawié obliczajqc kgt EC B
w inny sposob.

Ciekawostkq jest, zZe punkt C znajduje sie na Morzu Norweskim,
ale punkt A, do ktorego plynie statek, a takze cze$é trasy stat-
ku nie znajduje sie na morzu. Natomiast jesli zmienimy w tresce
zadania mile geograficzne na mile morskie (1 mila morska od-
powiada dlugosci tuku opartego na &O), to dostajemy bardziej
realistyczny wynik — trasa statku znajduje sie w catosci na mo-
rzu, a miejsce A znajduje sie w okolicach Edynburga.
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Gwiazda

Gwiazda znajduje sie na SW na wysokodci hy = 52°, a druga na
WNW na wysokosci he = 22°. Jaka jest odlegtos¢ katowa miedzy
nimi?

Zrédto: [1, sygn. 247, str. 5 — 6], matura z 13.02.1911 r.

Rysunek do =zadania wykonany przez Stanistawa Abela,
13.02.1911 r.
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Gwiazda

Rozwiazanie:

Polozenie gwiazdy na niebie:

Aby okresli¢ potozenie gwiazdy G na niebie, podajemy
polozenie jej rzutu na sfere niebieska. Jest to sfera o do-
wolnym promieniu, ktérej sSrodkiem jest punkt, w ktérym
znajduje sie obserwator. Jednym z ukladéw wspoélrzed-
nych sferycznych, w ktérym zapisuje sie potozenie gwiaz-
dy, jest uklad horyzontalny. Polozenie w tym uktla-
dzie okre$lamy za pomoca dwoch wspoétrzednych: azymu-
tu (odpowiednik dtugosci geograficznej) oraz wysokosci
(odpowiednik szeroko$ci geograficznej). Okrag wielki na
sferze niebieskiej powstajacy poprzez przeciecie sfery nie-
bieskiej i ptaszczyzny prostopadtej do linii pionu nazywa-
my linia horyzontu. Punkt przeciecia sfery niebieskiej
i linii pionu znajdujacy sie dokladnie nad obserwatorem
nazywamy zenitem i oznaczamy literg Z.

4

Azymutem a punktu G na sferze niebieskiej nazywamy
kat miedzy pétplaszczyzna wyznaczona przez linie pionu
i punkt N a pélplaszezyzng wyznaczong przez linie pionu
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Gwiazda

i punkt G. Azymut mierzony jest w kierunku wschodnim
i przyjmuje wartosci od 0° do 360°. Wysokoscia h punk-
tu G nazywamy kat miedzy plaszczyzna horyzontu a pro-
stg przechodzacy przez punkt G i srodek sfery. Wysokosé
przyjmuje wartosci od —90° do 90°. Odlegloscia kato-
wa miedzy gwiazdami nazywamy odlegtosé sferyczng ich
rzutéw na sfere niebieska.

Komentarz (Zofia Golaska):

Niekiedy przyjmuge sie, zZe azymut jest mierzony od potptaszczy-
zny zawierajgceej punkt S i/lub przyjmuje wartosci od —180° do
180°.

Pierwsza gwiazda jest widoczna na poludniowym zachodzie, wiec
jej azymut a; wynosi 225°. Druga gwiazda jest w kierunku zachodnio-
pélnocno-zachodnim, wiec jej azymut as wynosi 292, 5°.

NNwW N NNE

SSW S SSE

Musimy obliczyé¢ dlugosé¢ boku w trojkacie sferycznym utworzo-
nym przez punkty A (pierwsza gwiazde), B (druga gwiazde) oraz
Z (zenit).
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Gwiazda

N

N ‘ ‘ ,‘ S
Kat AZB w tym trojkacie jest rdznicy azymutow tych gwiazd
<AZB = as —a; = 292,5° — 225° = 67,5°.

A

Niech a i b beda dlugosciami sferycznymi bokéw ZA i ZB od-
powiednio. Dla dowolnego punktu na sferze niebieskiej suma od-
legtosci sferycznej tego punktu od zenitu i wysoko$¢ sumujg sie
do 90°. Stad mamy nastepujace rownosci:

a=90° — hy =90° — 52° = 38°
b=90° — hy = 90° — 22° = 68°.

Niech d oznacza odlegtosé¢ sferyczng punktéw A i B. Korzystajac
z twierdzenia cosinuséw dla tréjkatow sferycznych w trojkacie
ABZ mamy:

cosd =cosa-cosb+sina-sinb - cos<<AZB.
Stad

cosd = cos 38° - cos 68° + sin 38° - sin 68° - cos 67, 5°
~ 0,51364.

Odlegtosé katowa miedzy gwiazdami wynosi zatem d ~ 59, 09329°.

Autorka rozwigzania: Zofia Gotaska
Opieka merytoryczna: dr Adam Przestacki

168



Czes¢ VI

Zadania z kontekstem
fizycznym
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19

Objetos¢ soczewki dwuwypuktej

Jaka jest objeto$¢ soczewki dwuwypuktlej, ktora jest jednako-
wo zakrzywiona z obu stron, jesli punkt Swietlny na obrazie w
odlegtosci @ = 47cm przed soczewka daje obraz w odlegtosci
a = b3cm za soczewka. Soczewka ma grubo$é¢ d = 0,4cm w
najgrubszym miejscu.

Zrodto: [1, sygn. 160, str. 7-8, matura z 5.02.1896 .|

Rozwigzanie:

Ponownie, jak w przypadku zadania 4 omawianego w Czesci I
ksigzki, mamy styczno$¢ z soczewka dwuwypukla — tym razem
symetryczna, tzn. promienie krzywizny R; i Ro sa sobie rowne.
Oznaczmy je jako R. Omawiang sytuacje przedstawia ponizszy
rysunek.

of optyczna

Ze wzgledu na fakt, ze nie zostal podany wspoétczynnik zatama-
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Objetos¢ soczewki dwuwypuktlej

nia oSrodka, w ktérym znajduje sie soczewka, przyjmujemy, ze
zanurzona jest ona w powietrzu (no ~ 1). Zgodnie ze wzorami
ze strony 46, uzyskujemy relacje:

1 2
—=(ns—1)=.

7= D
Znamy odlegtosé przedmiotu od soczewki a oraz odleglosé jej ob-
razu «. Korzystajac z potaczenia powyzszego wzoru z réwnaniem
soczewki (patrz strona 47), otrzymujemy:

1 n 1 ( 1) 2
- — =Ns — 9
a o R
skad wyznaczamy promien krzywizny:
2(ns —1)
L, 1
aTa
2(ns —1)
1 l
w5
2491 (ny — 1)
50
= 49,82(ns — 1) [cm].

R =

Aby obliczy¢ objetos¢, musimy zauwazyé, ze omawiana bryta
jest ograniczona przez dwie polaczone czasze. Przypomnijmy, ze
czasze byly przez nas omawiane w Rozdziale 13. Szukang obje-
tos¢é soczewki opisuje relacja Vs = 2V, gdzie przez V rozumiemy
objetos¢ odcinka kuli o promieniu R. Zgodnie ze wzorem ze stro-
ny 120 przy h = %, otrzymujemy:
vV o= th(SR —h)
0,2)2
_ : ) (349,82 (ny —1)— 0,2)
= 6,26057n, — 2,62894 [cm®] .

Ostatecznie, podwojona objeto$¢ odcinka kuli, czyli szukana ob-
jetosé soczewki, to:

Vi = 2(6,26057n, — 2,62894) = 12, 5211n, — 5,25788 [em?] ,
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Objetos¢ soczewki dwuwypuktlej

gdzie ng jest wspoétczynnikiem zatamania materiatu, z ktoérego
zostata wykonana soczewka.

Autorka rozwigzania: Adrianna Smoliniska
Opieka merytoryczna: prof. UAM dr hab. Wojciech Dybalski

Maturzysta Caro prawdopodobnie pochodzit z rodziny gniez-
nieniskiego rabina, z ktérej pochodzil réwniez niemiecki hi-
storyk Jakob Caro zajmujacy sie m.in. dziejami Polski. Bra-
kuje jednak akt, ktére moglyby jednoznacznie potwierdzié
to przypuszczenie.

%W@—/"*f‘/

7¢

Fragment rozwigzania ucznia Caro, 5.02.1896 r.

Komentarz (Adrianna Smoliriska):

Oryginalne rozwigzanie ucznia nie jest poprawne. Na poczgtku
zadania abiturient zastosowal réwnanie, podstawiajgc zamiast
ogniskowej — promien, tzn.

1 1 1

R a «
zamaiast

1 1 1

f a o

W tresci zadania nie podano wspétczynnika zatamania materia-
tu, z ktorego zostata wykonana soczewka. Oczekiwano wyniku od
niego zaleznego. W kontekscie owczesnych matur nie jest to za-
bieg czesto spotykany, jednak wystepuje niekiedy w zadaniach do-
tyczgcych zastosowar.
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Cylinder

Cylinder korkowy (s = 0,25) o $rednicy 20cm, otoczony jest
cylindrowym plaszczem otowianym (s’ = 11,38). Jak gruba musi
by¢ olowiana powloka, aby cialo lezace na boku zanurzyto sie do
polowy w wodzie?

Zrédto: [1, sygn. 267, str. 3, 8 — 9], mature z 2. marca 1916 r.

Rysunek do zadania wykonany przez abiturienta, 2. marca
1916 .
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Cylinder

Komentarz (Adrianna Smoliriska):

W poleceniu, przy podaniu gestosci, nie zostaty uwzglednione jed-
nostki! Zaréwno gestosé korka, jak i otowiu, sq podane w —Z.
W zadaniu skorzystam rowniez z gestoSci wody, zaktadajgc jej

przyblizong wartosé 125,

Rozwigzanie:
Zacznijmy od wykonania rysunku ciala lezacego w wodzie oraz
jego przekroju poprzecznego. Zakreskowana czes¢ to olowiana

powloka, wnetrze jest korkowe.
/ <>
%
/' %

O
60/1

X

Z polecenia wiemy, ze $rednica cylindra korkowego wynosi 20cm,
zatem promient mierzy r = 10cm. Przez R oznaczmy promien
cylindra olowianego, a przez = — dlugosé ciata. Ponadto dane sa
gestos¢ korka s = 0,25-25 i otowiu s’ = 11,3825, Szukang jest
grubosé otowianej powtoki, czyli réznica R — r.

( \

Sila grawitacji:

Sila grawitacji (inaczej ciezar) to sila, z jaka Ziemia przy-
ciagga obiekty do swojej powierzchni. Wyraza sie wzorem:
Fy = mg,

gdzie m jest masa, a g przyspieszeniem ziemskim.
Jednostka sily jest niuton (oznaczany litera N).

Gestosé:

Gestos¢ (inaczej masa wlasciwa) p to stosunek masy do
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Cylinder

objetosci obiektu:

<3

p:

Jednostka gestosci w uktadzie SI jest kg

m

Prawo Archimedesa:

Na cialo (czesciowo lub calkowicie) zanurzone w plynie
dziata pionowa, skierowana ku gorze sita wyporu F,,, kto-
rej warto$c¢ jest réwna ciezarowi ptynu wypartego przez to
cialo:

Fy =mpg = ppVy,

gdzie m,, to masa wypieranego plynu, p, to gestos¢ wy-
pieranego plynu, g — przyspieszenie grawitacyjne, V — ob-
jetos¢é wypieranego plynu (réwna objetosci zanurzonej w
plynie czesci ciala).

\ J

Warto dodaé, ze jezeli cialo ptywa w plynie, to wartosci oddzia-
lujacych na nie sit wyporu oraz ciezkodci réwnowaza sie:

Eu:Fg-

Z taka sytuacja spotykamy sie w zadaniu - cylinder zanurzony
jest do polowy w wodzie. Zauwazmy, ze laczac wzory na sile
grawitacji oraz gesto$¢, mozemy przedstawi¢ ciezar zgodnie ze
wzorem:

Fq=pVy,

gdzie p jest gestoscia ciata.

( )

‘Walec:

Walec kolowy prosty powstaje poprzez obrét prosto-
kata woko6t jednego z jego bokéw. Podstawa bry-
ty jest kolo, a jej szerokoS¢ jest taka sama w kaz-
dym miejscu. Na pole powierzchni caltkowitej wal-

177



Cylinder

ca skladaja si¢ dwa pola podstawy — P, = mr?,
oraz pole powierzchni bocznej - P, = 2arh:
P=2nr(r+h),
a objeto$¢ opisuje wzor: ’
V = wr2h,

gdzie r jest promieniem kota w
podstawie, a h wysokoscig bry-
ty.

\ J

Cylinder jest walcem, wiec jego objeto$¢ wyraza sie powyzszym
wzorem. Na ciezar ciala skladaja sie ciezar korkowego cylindra i
jego otowianej powtoki:
Friata = gsmria + gs' (7rR2x — 7rr2x) ,

gdzie mr2x to objetosé czesci korkowej, a mR2x — mr?x — olowia-
nej. Pozostalo jedynie wziaé¢ pod uwage, ze cialo ma by¢ zanu-
rzone do polowy w wodzie. Zatem ciezar wypartej wody to:
TR%x

2

otrzymujemy:

Fwody = Swody " 9 *

9
em3

Po uwzglednieniu, ze syoqy = 1
grR%x
2
Po skréceniu przyspieszenia ziemskiego g, dtugosci ciata z, liczby
7 oraz uporzadkowaniu wyrazoéw, dostajemy:
r?(s—s')  10%(0,25 — 11,38)
-¢)  (3-11,38)

= gstr’z + gs' (TR*z — mr’z) .

R? =

~ 102,297794 [em?] .

Poniewaz R jest promieniem, wiec R > 0. Mozemy zatem spier-
wiastkowaé obie strony:

R = /102,2978 ~ 10, 1142 [cm).
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Ostatecznie otrzymujemy:
R—r=~10,1142 — 10 = 0,1142 [em] .

Stad, aby ciato ptywato zanurzone do potowy, otowiana powtoka
powinna mieé¢ grubo$é okoto 0,1142cm.

Autorka rozwigzania: Adrianna Smoliniska
Opieka merytoryczna: prof. UAM dr hab. Michat Jasiczak

Komentarz (Adrianna Smoliriska):

W powyzszym zadaniu, Ciezar kuli w stozku (21) i Aluminio-
wy ostrostup (22) nie zostaty uwwzglednione niektdre jednostki.
Wspdtczesnie ich brak przyprawitby nas o zawrdt gtowy! Jednakze
owczesnie nie byto to niczym zaskakujgcym. Trzy badane matu-
ry sq z lat 1916, 1905 oraz 1910. W poleceniach zadan pominieto
jednostki gesto$ci i ciezaru wltasciwego. Sq to wielkosci posrednie,
tzn. takie, ktorych wyznaczenie wymaga pomiaréw innych wielko-
Sci w sposéb bezposredni. Pomiar bezposredni wielkosci fizycznej
polega na poréwnaniu jej z wielkoScig wzorcowq, umownie przy-
jetq za jednostke miary danej wielkosci. Wspotczesnie kazdy z
nas jest przyzwyczajony do Miedzynarodowego Uktadu Jednostek
Miar — SI (fr. Systéme international d’unités), w ktdrym pod-
stawowymi jednostkami sq metr, kilogram czy kelwin. Dla nie-
ktorych czytelnikow zaskoczeniem moze okazaé sie, Ze uktad ten
zostat zatwierdzony dopiero w roku 1960 na XI Generalnej Kon-
ferencji Miar! Jednakze historia miar siega zarania dziejow, a po-
zostatosci ich wzorcow wystepujg w najstarszych znaleziskach ar-
cheologicznych. Dawniej jednostki miar ustalane byly niezaleznie
- nawet na tym samym obszarze geograficznym jednostki o jed-
nakowych nazwach potrafity niesé za sobqg zupetnie inne znacze-
nie czy wielkosé. Naszych abiturientow dotyczyta Miedzynarodo-
wa Konwencja Metryczna, ktorej celem byto ujednolicenie syste-
mu miar, podpisana w 1875 1. przez 17 panstw, w tym przez Jego
Cesarskqg Mosé Cesarza Niemieckiego Wilhelma I Hohenzollerna.
Dotyczyta ona przyjecia konwencji zaproponowanej w 1874 r.,
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Cylinder

mianowicie CGS (Centymetr — Gram — Sekunda) opracowanej
przez British Association for the Advancement of Science. Wow-
czas, np. site definiowano w dynach, czyli [£5"], co oznacza site
nadajgcq ciatu o masie 1g przyspieszenie réwne 1 <3, tzn. 1 gal.
Obecnie jednostkq sity jest réwniez jednostka pochodna — niuton

[N], definiowany jako [kg';”}, informujgcy o sile potrzebnej, aby

ciatu o masie 1 kg nadac przyspieszenie rowne 1 3. Zaktadamy,
ze w przypadku nienazwania wielkosci fizycznej w poleceniu, abi-
turienci rozpoznawali jg na podstawie innych danych. W koricu
styczno$é z tymi pojeciami mieli przez wiekszoS¢ swojej edukacyi.
Zatem ich bezjednostkowo$é nie powinna mieé znaczenia! Alter-
natywnie, w trakcie rozwigzywania problemu, wiedzgc do czego
dgzq, wnioskowaé mogli o wprowadzanej wielkosci — rozrézniajgc
np. gestosé od ciezaru wlasciwego. Stuzyé mdgt im wtedy, zna-
ny przez nas wszystkich, rachunek jednostek. Zaktadamy wiec, ze
standardowg dla nich (intuicyjng badz faktyczng) jednostka ge-
stosci byt [-25], a cigzaru wtasciwego [—%4—]|. Wiecej o histo-
rit jednostek przeczytaé mozna, np. w artykule Edwarda Musiata
»Pisownia oraz wymowa nazw i oznaczen jednostek miar” [7]. Za-
checamy réwniez do zglebienia definicji obecnie przyjmowanych
konwencji — uzasadnienie sekundy czy kandeli moze zadziwié!

Zaréwno w powyzszym zadaniu, jak i Ostrostup w wodzie (22),
podczas przedstawiania rozwigzan przywotujemy prawo Archime-
desa. Stosownym byloby réwniez jego uzycie przy okazji rozwig-
zania zestawu II (zadanie 8) z matury z 1908 r. Zaktadamy, ze
kazdemu z czytelnikow znana jest grecka legenda o tym, w jakich
okolicznosciach zostato sformutowane, niemniej jednak, pozwoli-
my sobie jg przypommnieé. Legenda gtosi, Ze krol Syrakuz Hieron
1I zwrocit sie do Archimedesa z pytaniem, czy korona wykona-
na przez syrakuzanskiego ztotnika jest w petni ztota, czy moze
zawiera poztacane srebro... Sprawdzenie owego faktu musiato od-
byé sie tak, by korona kréla pozostata nieuszkodzona! Owczesnie
jedynym sposobem na zweryfikowanie faktu, czy z tego kruszcu
zrobiony jest przedmiot, byto jego wyginanie — otéz ztoto jest
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Cylinder

materiatem do$é miekkim... Archimedes gtowit sie i glowit, az
podczas pewnej ze swoich kgpieli zauwazyt fakt niezwykle oczywi-
sty, lecz umykajgcy wszystkim wokot — ilosé wody wyplywajgcej z
wanny odpowiadata objetosci ciata zanurzanego w wodzie. Tutaj
narodzito sie naukowe wykrzyknienie — ,Fureka!” (gr. ebpnra),
oznaczajgce ,znalaztem!”. Wowczas Archimedes dokonat ekspery-
mentu, w ktorym dwie bryty o ciezarze rownym koronie — jedng
ze ztota, drugg ze srebra — po kolei umieszczat w zbiorniku z wo-
dg, mierzgc ilo$é wypartego ptynu. W ten sposéb maogt poréwnaé
gesto$é (i tym samym ciezar wtasciwy) ztota i srebra. Ponownie
napetnit naczynie, wrzucajgc korone. Okazato sie, zZe ilosé wo-
dy, ktora wyptyneta, byla wieksza niz w przypadku ztotej bryty.
Oszustwo ztotnika zostato zdemaskowane! Prawo to jest szeroko
stosowane do dzis, np. w obrebie nawigacyi © inzZynierii morskiej
czy aeronautyce (bezposrednio w przypadku lotu balonem).
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Ciezar kuli w stozku

Prosty stozek jest wykonany z materiatu, ktérego ciezar wtasciwy
wynosi o = 2,54, a waga to 840kg. Linia boczna stozka tworzy z
podstawa kat i = 66°54 . Jaki ciezar ma najwieksza kula wpisana
w stozek?

Zrodto: [1, sygn. 219, str. 8§ — 9], matura przed 11.03.1905 r.

Komentarz (Adrianna Smoliniska):

Tak, jak w poprzednim zadaniu (patrz Rozdziat 20), w poleceniu
nie wwzgledniono jednostki! Tym razem pominieto jq dla ciezaru
wlasciwego — Autorka rozwigzania przyjeta, ze o = 2,54 ’;n—f;’ =
2540 % Zwrdéémy rowniez uwage na niecodzienny fakt wybrania
literki i jako oznaczenia miary kgta...
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Ciezar kuli w stozku

Rozwiazanie:
Zacznijmy od narysowania stozka, wprowadzajac niezbedne ozna-
czenia.

Poprzez H oznaczona zostala wysoko§é¢ stozka, przez R — pro-
mieni jego podstawy, [ jest tworzaca (linia boczna) stozka, nato-
miast ¢ to kat pomiedzy tworzacag i promieniem. Powotujac sie
na teorie wprowadzong na stronie 34, przypomnijmy wzoér na
objetos¢ stozka:

V= %WRQH .

Narysujmy przekrdj osiowy tegoz stozka, czyli trojkat AABC.
Interesuje nas zawarty w nim trojkat ASBC.
C

A—RS B

Zauwazmy, ze trojkat ASBC jest prostokatny, dzieki czemu, po-
wolujac sie na teorie ze strony 39, mozemy skorzystac z definicji
funkcji trygonometrycznych sinus oraz cosinus. Wyznaczmy za-
lezno$ci pomiedzy wysokoscia H, tworzaca [ oraz promieniem R:

sing = T = H =sinz,
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Ciezar kuli w stozku

R
cost = T = R =1lcosz.

W celu policzenia dtugosci H, [ oraz R, potrzebujemy skorzystaé
z danych o masie stozka oraz ciezarze wlasciwym materiatu, z
ktorego zostal on wykonany.

( \

Ciezar wlasciwy:

Stosunek ci¢zaru F,; do objetosci V' ciala nazywamy cie-
zarem wlasciwym o, tzn.

Wiedzac, ze ciezar jest iloczynem masy i przyspieszenia
ziemskiego, mozemy zapisaé¢ zalezno$§¢ miedzy ciezarem
wlasciwym a gestodcia p:

mg

027:/’97

gdzie g jest przyspieszeniem ziemskim.

\ J

Podstawiajac dane do wzoru na objetos$¢ stozka, mamy:
1
V= §7r(cosi)2l3 sini.

Wprowadzajac powyzsze wyliczenie do wzoru na ciezar wlasciwy,
dostajemy:

myg mg

o= ——-

V. im(cosi)?3sini
Przeksztatcajac otrzymany wzoér, wyznaczamy wzér na tworza-
ca l:
[ s 3mg

on(cosi)?sini’
Za pomoca kalkulatora obliczamy:

sini ~ 0,92 oraz cost ~ 0,392.
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Ciezar kuli w stozku

Podstawiajac znane wartosci do wzoru na tworzaca [, przyjmujac
przyblizenie m ~ 3,14 oraz g ~ 9,81 7 otrzymujemy:

3-840- 9,81
1= ¢ ’ ~ 2,7989 [m].
\/2540 73,14- (0,392)2 - 0,92 [m]

Nastepnie wyliczamy wartosci liczbowe wysokosci H i promie-
nia R:
H ~ 2,575 [m] oraz R=~~1,0971 [m].

Skupimy sie teraz na okregu wpisanym w trojkat AABC.

C

A B

Skorzystamy ze wzoru na promien okregu wpisanego w trojkat
(patrz str. 41). Wiedzac, ze trojkat AABC jest rownoramienny
o dlugodci ramion |AC| = |BC| = [ i podstawie |AB| = 2R,
mozemy zapisac:

_\/(zo—m)(p—w?

p
gdzie p jest potowa obwodu tréjkata, czyli u nas:
1
P= 5(2R+2l) =I1+R.

Po wykonaniu niezbednych obliczen, otrzymujemy przyblizona
warto$¢ promienia okregu:

7~ 0,7251 [m].
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Ciezar kuli w stozku

Znajac zaleznos$é ciezaru i ciezaru wlasciwego, powotujac sie na
wzor na objeto$¢ kuli (patrz str. 36), mozemy obliczy¢ poszuki-
wany ciezar najwiekszej kuli wpisanej w stozek:
4 3
Fo=mg=oV=0- . 4056, 17 [N].

Co konczy rozwigzanie.

Autorka rozwigzania: Anna Szymczyk
Opieka merytoryczna: dr Pawet Placzek
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Aluminiowy ostrostup

Regularny ostrostup szesciokatny wykonany z aluminium (s =
2,59) ma wysokosé¢ 25,23cm i1 wazy 6000 graméw. Jak diugie sa
jego krawedzie i pod jakim katem sa nachylone do podstawy?
Zrédto: [1, sygn. 246, str. 34 — 36], matura z 21.01.1910 r.

Llgpete Tk
%ﬂ gt W%

/fiﬁ’m%/ﬂ/wff/%%

%MW%ZM ///

ik DTS

Tres¢ zadania zapisana przez Zygmunta Karpinskiego,
21.01.1910 r.
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Aluminiowy ostrostup

Komentarz (Adam Nawrocki):

g9
cm3 *

Za pominietq jednostke gestosci przyjmiemy

Rozwigzanie:
Zacznijmy od narysowania sytuacji z polecenia.

W zadaniu skorzystamy z nastepujacych oznaczen: V oznacza
objetos¢ ostrostupa, m — jego mase, a P, — pole podstawy. Sym-
bol | oznacza dlugosé¢ krawedzi bocznej, natomiast « — kat mie-
dzy krawedzia boczna a podstawa. Oznaczenie a odnosi sie do
dtugosci krawedzi podstawy, a s do gestosci materiatu ostrostupa
(patrz str. 176). Korzystajac z definicji gestosci jako stosunku
masy do objetosci:

m=V-s
6000g = V' - 2,50
cm
6000g
V=9
2,591,

V = 2316, 60cm?

Majac objetosé oraz wysokosé, mozemy wyliczy¢ pole podstawy
ostrostupa w nastepujacy sposob:

V=P,-h
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Aluminiowy ostrostup

2316, 60cm?
P="
25,23cm
P, = 91,82cm?

Wiemy, ze pole sze$ciokata foremnego to pole szesciu trojkatow
réownobocznych o boku réwnym boku szesciokata, wiec mozemy
stad wyliczyé a?:

a?v/3
P, —6-
P 1
a?v3
P, —3.
P 2
2
3.4 2‘/§ — 91, 82cm?

a’V/3 = 61,21em?
a? = 35,38cm?

Z twierdzenia Pitagorasa (patrz str. 35) wiemy, ze:

l2 _ h2 4 (12
l=+h2+ a?
1l =25,92cm
Wiemy tez, ze:
h
sin(a) = — =0,97

Wiec a = 76°, a |l = 25,92.

Autor rozwigzania: Adam Nawrocki
Opieka merytoryczna: prof. UAM dr hab. Michat Jasiczak
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Aluminiowy ostrostup

é Sylwetka abiturienta: Zygmunt Karpir’l—\
ski, ur. 24 marca 1892 w Gnieznie. Ma-
\ ture zdawat w 1910 r. Jego ojcem byt
@‘fﬂn ad.wokat' Antoni ‘Karplnskli .obronca pol-
y skich dziataczy niepodleglosciowych przed
=~ sadami pruskimi. Bratem matki Zygmun-
ta, Wandy, byt Heliodor Swiecicki, zato-
‘ zyciel i pierwszy rektor Uniwersytetu Po-
G s znanskiego. Zygmunt studiowal ekonomie
/Zf/ %/fM w Strasburgu, Monachium i Berlinie. W
g
okresie miedzywojennym petnit funkcje m.in. sekretarza Ko-
mitetu Organizacyjnego oraz dyrektora dzialu walutowego
Banku Polskiego. W 1939 r. odpowiadat za ewakuacje zlota,
dewiz i dokumentéw Banku Polskiego (emisyjnego) z War-
szawy do Francji. Zmart 2 lutego 1981 r. w Warszawie.
N s /
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Aluminiowy ostrostup

Rysunek pogladowy i fragment rozwigzania sporzadzone przez
Zygmunta Karpinskiego, 21.01.1910 r.
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Drewniany ostrostup o wysokosci h = 15,5cm unosi sie w wo-
dzie tak, ze podstawa jest réwnolegla do tafli wody oraz czubek
wystaje na wysoko$¢ h; = 9,3cm ponad poziom wody. Jaki jest
ciezar wlasciwy ostrostupa?

Zrodto: [1, sygn. 228, str. 4, 9 — 10], matura z 6.02.1907 r.

Tre$¢ zadania zapisana przez Jozefa Chilomera, 6.02.1907 r.
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Ostrostup w wodzie

Rozwiazanie:
Ponizej przedstawiamy rysunek w rzucie bocznym.

Na potrzeby zadania przyjmujemy, ze przyspieszenie ziemskie
wynosi g = 10%, a gestodé wody to dy, = 1000%. Ciezar wtasci-
WY Y Wody mozna wyrazi¢ wzorem 7y, = d,,g = 1000%&0% =
1000025 (patrz str. 176).

Wiemy, ze stosunek wysokosci wystajacej nad wode czesci ostro-
stupa do wysokosci calego ostrostupa to

93 3

155 5

Jednokladnosé:

Jednokladnoscia o §rodku O i skali £ # 0 nazywamy
przeksztalcenie geometryczne, ktore kazdemu punktowi A
przypisuje taki punkt A’ ze punkty O, A, A’ lezg na jed-
nej prostej, spetnione jest

04| = K| -|OA]

oraz punkty A, A’ leza po tej samej stronie punktu O
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Ostrostup w wodzie

dla £ > 0, za$ po przeciwnej dla k£ < 0. Na ponizszym
rysunku trojkat A’B’C’ jest obrazem trojkata ABC w
jednoktadnosci o srodku w O i pewnej skali 0 < k < 1.

\ J

Wystajaca nad wode czes¢ ostrostupa jest obrazem calego ostro-
stupa w jednokltadnosci o $§rodku w wierzchotku ostrostupa, w
skali % Z wtasnosci podobienstwa figur wiemy, ze stosunek obje-
tosci wystajacej nad wode czesci ostrostupa do objetosci catego
ostrostupa jest szescianem skali jednoktadnodci, czyli

Vi (3)'_ 2
v o \5/ 125’
gdzie V; to objetos¢ wystajacej nad wode czesci ostrostupa. Po
przemnozeniu stronami przez V otrzymujemy
27
=—V
125
W dalszej czesci rozwigzania skorzystamy z prawa Archimede-
sa (patrz str. 177). Wiemy zatem, ze ciezar wody @, wypartej

przez ostrostup jest rowny ciezarowi calego ostrostupa Q. Cie-
zar wladciwy ostrostupa -4 to ciezar podzielony przez objetosé,

zatem
’y QS QU}
TV v

Vi
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Ostrostup w wodzie

Analogicznie ciezar wlasciwy wody wynosi

Qs
VW

Yw

Podstawiajac za V; wyznaczona wartosé, otrzymujemy

_ Qs 125Q, 125
WEYVIZy T sV s
czyli
98 98 N N
= e = 210000 = 7840 .
Vs = 157w = 1o 1000005 = 184075

Autor rozwigzania: Adam Nawrocki
Opieka merytoryczna: prof. UAM dr hab. Matgorzata Bednarska-
Bzdega

4 Sylwetka abiturienta: Jozef Chilomer,\
1 ur. 16 marca 1885 r. w Dominowie (pow.
. Sroda). Mature zdawat w 1907 r. Studio-
. wal w Seminarium Duchownym w Pozna-
niu i w Gnieznie. Swiecenia przyjat 15
lutego 1913 r. w Gnieznie. Od 1923 r.
do $mierci proboszcz gnieznieriskiej para-
fii p.w. Sw. Wawrzynca. Aresztowany 26
sierpnia 1940 r. Przebywal w obozach koncentracyjnych w

KSachsenhausen i Dachau, gdzie zmart 5 sierpnia 1942 r. )
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Ostrostup w wodzie

(a) Fragment rozwigzania (b) Komentarz nauczyciela: O
Jézefa Chilomera, 6.02.1907 r. ktoéra powierzchnie ciecia cho-
dzi? (z niemieckiego)
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Czesé VII

Zadania z gimnazjum w
Trzemesznie
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Tréjkat i réwnanie wyktadnicze

W trojkacie ptaskim dwa z bokéw maja dlugosé x, gdzie = jest
rozwigzaniem réwnania

10==HE=5) — 100,

Miara kata lezacego naprzeciwko wiekszego boku wynosi 43°.
Oblicz pole tego trojkata.
Zrédto: [2, sygn. 40, str. 328-330], egzamin z 7.07.1851,
uczen Jozef Sgchocki
Rozwigzanie:
Obliczmy dlugosci bokéw trojkata, rozwigzujac réwnanie wy-
ktadnicze:
10@=4E=5 = 100
10(£—4)($—5) — 102
Z roznowartosciowosci funkcji wykladniczej otrzymujemy wow-
czas réwnanie kwadratowe:
(z—4)(z—5)=2
2 —dr —5r+20—-2=0
2> — 9z +18=0

Obliczmy jego wyroznik:

A=(-92%-4-1-18=81-72=9
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Trojkat i rownanie wykladnicze

Pierwiastek z wyrdznika wynosi zatem:

VA =3

Stad:
9-3
1=t =3
943
Ty =" =6

Dtugosci bokéw tréjkata wynosza zatem 3 i 6, czyli b = 6 oraz

c=3.

A

43°
B D a C

Rozwazajac trojkat prostokatny ABD dostajemy warto$¢ wy-
sokosci h (patrz definicje funkcji trygonometrycznych na stro-

nie 39):

h
§in43° = -
Sin 3
h =3 sind3°

h3-0,6820 = 2,046

Obliczmy teraz sinus kata ZC:
h
in/C = —
sin 5
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Trojkat i rownanie wykladnicze

2,046

sin ZC =
sin ZC =~ 0,341

Stad miara kata C wynosi 20°. Kat przy wierzchotku A ma zatem
miare:
|£A| ~ 180° — 20° — 43° = 117°

Z twierdzenia sinusoéw (patrz str. 42) dla trojkata ABC otrzymu-

jemy:

a 3
sin /A  sinZC
_ 3-sin/A
T sinZC

To pozwala nam na znalezienie wartosci sin £ A:
sin ZA ~ sin 117° = sin(180° — 63°) = sin63° =~ 0, 891
Stad:

3.0,891
~ e = TS

Obliczamy pole trojkata:

a-h 7,838-2,046

~ 19 ~ 2 [i2
5 > 8,019 ~ 8,02 [j]

P =

Autorka rozwigzania: Aurelia Tycka—Witek
Opieka merytoryczna: dr Jedrzej Garnek
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Réwnanie wymierne

Wyznacz x z ponizszego rownania:

3,5z _24—3x
T —2 8

0,5— =0,375z.

Zrodto: [2, sygn. 73, str. 38], egzamin z 1.09.1911 r.
Rozwiazanie:
Z postaci réownania wynika, ze x # 2. Mnozac réwnanie przez
8(x — 2) otrzymujemy:
0,5(8x — 16) — 3,52 - 8 — (24 — 3z)(x — 2) = 0,3752(8z — 16)
4z — 8 — 28z — 24z + 3z + 48 = 322 — 62

Upraszczajac:

322 — 32% + 40 — 282 — 24x — 62 + 62 = 8 — 48
—48x = —40
Stad dostajemy z = 2.

Autorka rozwigzania: Aurelia Tycka—Witek
Opieka merytoryczna: dr Jedrzej Garnek
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26

Marki

A mial 327 marek, a B miat 237 marek. Ile marek B powinien
przekaza¢ A, aby A mial trzy razy wiecej niz B zostawit dla
siebie?

Zrédio: [2, sygn. 79, str. 101], egzamin z marca 1916, uczen Struck

Rozwigzanie:

Zalozmy, ze B musi da¢ A x marek. Wowczas A bedzie mial
327 + x marek. Poniewaz A ma 3 razy wiecej niz B, dostajemy
réwnanie:

327+ =3(237 —x)

327+ x="T711—-3x

T+ 3x =711 - 327
4x = 384
=96

Odpowiedz: B musi da¢ A 96 marek.

Autorka rozwigzania: Aurelia Tycka—Witek
Opieka merytoryczna: dr Jedrzej Garnek
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Tablice logarytmiczne
I suwak logarytmiczny

Podczas egzaminéw maturalnych studenci mieli mozliwo$¢ korzy-
stania z tablic logarytmicznych. Tablice logarytmiczne zawie-
raly wartosci logarytméw dziesietnych i naturalnych dla réznych
liczb, co utatwiato wykonywanie skomplikowanych obliczern ma-
tematycznych przed erg kalkulatoréw. Po raz pierwszy zostaly
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Tablice logarytmiczne autorstwa prof. dra Adolfa Greve, ,Fiinfstelli-
ge logarithmische und trigonometrische Tafeln nebst einer griésseren
Anzahl von Hilfstafeln”, 1907 r.
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wprowadzone przez Johna Napiera w 1614 roku, a ich rozwinie-
cie i popularyzacje przypisuje sie Henry’emu Briggsowi. Pozwa-
laly na zamiane mnozenia i dzielenia na prostsze operacje do-
dawania i odejmowania. Ponadto zawieraly wartosci logarytmu
i funkcji trygonometrycznych. Dzieki temu byly nieocenionym
narzedziem w obliczeniach geodezyjnych, nawigacyjnych i astro-
nomicznych. Pozwalaly na szybkie obliczenia, eliminujac koniecz-
no$¢ wykonywania skomplikowanych operacji recznie. W pdzniej-

égmf//—‘ ,//f/’dé_’
P okl = B 50249
G5l Gonts: 4 sp231 - S0

N G SU27-7=0 37245
s M= Je7223
s B8 - 835187
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e s W I040E 230

S, 530361+ 181502
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Obliczenia wykonywane przez abiturienta za pomoca tablic logaryt-
micznych w jednym z zadan maturalnych

szych latach tablice zostaly czesciowo zastgpione suwakami lo-
garytmicznymi. Byly to przyrzady utatwiajace obliczenia, po-
wszechnie uzywane, zwlaszcza przez inzynieréw, az do lat 70.—80.
XX wieku, kiedy to ostatecznie wyparty je kalkulatory. Postara-
my sie teraz przyblizy¢ dziatanie suwaka — opiszemy jego budowe,
wprowadzimy niezbedne pojecia oraz nauczymy sie wykonywaé
na nim podstawowe dzialania. Ze wzgledu na pogladowy charak-
ter tekstu, pominiemy kwestie zwiazane z wykonywaniem obli-
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czen ztozonych.

Suwak logarytmiczny sktada sie z trzech czesci: linijki — cze-
§ci statej z wyzlobieniem, wysuwki, ktora porusza sie wzdtuz
wyzlobienia linijki, oraz ruchomego okienka ze szkielkiem, na
ktérym zaznaczone sg 2 albo 3 rysy prostopadle do osi linijki.
Podstawowe skale znajdujace sie na suwaku to A, B, C, D, I, K,
L (ich nazwy moga sie r6zni¢ w zaleznosci od suwaka — np. tego,
kiedy byl tworzony i panujacych wowczas standardéow). Tylko
skala L jest rownomierna — odleglosci miedzy kreskami sg jedna-
kowe, jak na zwyktej linijce; pozostale skale sg logarytmiczne —
odstepy miedzy kreskami odpowiadaja wartosciom logarytmow
dziesietnych z kolejnych liczb (dlatego tez taka linijka zaczyna
sie od jedynki — logl = 0). W skali logarytmicznej odleglosci
miedzy kreskami maleja.

—— 71— u — —T—— ¢ T )
. { | .
f f i i i s s e =
T ‘ T — ¥ ——
I f ; ; ;i i
T

Poniewaz log(10™ - a) = n + loga, dla a € [1,10], n € N,
skala logarytmiczna dla przedziatu [10™,10™ 4 1] jest kopia skali
[1,10]. Przyktadowo, gdy n = 1,a = 2, otrzymujemy log20 =
log(10! - 2) = 1 +log2 — wobec tego liczba 20 jest zaznaczona
na linijce w odlegtosci log 2 od 10, doktadnie tak samo jak 2 od 1.

Zanim przejdziemy do praktycznego uzywania suwaka w obli-
czeniach, wprowadzimy pojecie ilo$ci cyfr danej liczby. Jest to
niezbedne, zeby prawidtowo umiejscowi¢ przecinek w wyniku.
Dla liczb wiekszych od jeden ilos¢ cyfr jest dodatnia i rowna jest
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Suwak logarytmiczny marki NESTLER z 1912 r.
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ilosci cyfr przed przecinkiem, np. 365,12 ma +3 cyfry. Dla liczb
mniejszych od jeden ilos¢ cyfr jest ujemna lub zerowa i réwna
jest ilosci zer po przecinku do pojawienia sie pierwszej niezero-
wej cyfry; np. 0,11 posiada 0 cyfr, a 0,000977 — 3 cyfry. Kaz-
de dzialanie na suwaku wykonujemy w $cisle okre§lony sposéb,
kierujac sie zasadami zwigzanymi z wyborem skal, ustawianiem
liczb na suwaku, sposobem odczytania wyniku i ustaleniem jego
rzedu wielkosci (umiejscowienie przecinka).

Zacznijmy od najprostszego dzialania — mnozenia. Mnoze-
nie liczb za pomoca suwaka oparte jest na twierdzeniu logab =
log a + log b. Do obliczania iloczynéw wykorzystywana jest skala
D — na linijce, oraz C — na wysuwce. W celu pomnozenia dwdch
liczb, pierwsza z nich ustawiamy na podzialce nieruchowej D.
Przesuwamy wysuwke tak, by jedynka poczatkowa wysuwki by-
ta naprzeciwko naszej liczby. Wynik odczytujemy na podzialce
D, pod drugg liczba znajdujaca sie na wysuwce. Ilos¢ cyfr iloczy-
nu dwoch liczb réwna sie sumie cyfr czynnikéw minus 1, jezeli
wysuneliSmy wysuwke w prawo, jezeli natomiast wysuwka byta
wysunieta w lewo — po prostu sumie cyfr. Ten drugi przypadek
ma miejsce, kiedy po ustawieniu jedynki poczatkowej nad pierw-
szg liczba, druga liczba zostanie wysunieta poza linijke (nic pod
nig nie odczytamy). Wtedy zamiast jedynki ustawiamy nad na-
sza liczba kolejna potege dziesiatki (lub tak zwana jedynka kon-
cowa — w zaleznosci od dlugosci suwaka).

Przyktad

W celu obliczenia 1, 1-1, 3, ustawiamy 1, 1 na podziatce D pod je-
dynka poczatkows podziatki C. Wynik odczytujemy na podzial-
ce D, pod 1,3 na wysuwce. Poniewaz wysuneliSmy wysuwke w
prawo, ilo§¢ cyfr wyniku wynosi 1+1—1 = 1. Ostatecznie otrzy-
mujemy 1,1-1,3 =1,43.

215



Tablice logarytmiczne i suwak logarytmiczny

.

‘ﬂ
na A ‘15’ W "15 Lo 4 i3 15 2
| | 1 ] | . Il —_

1 i | I 1

1
D ' m 4,5 @ 46 4@41 43 13 2 20 2% A U

S N

X xj_/tlhlb

Dzielenie liczb na suwaku opiera si¢ na twierdzeniu log § =
log a — logb. Tutaj réwniez wykorzystywane sg skale C oraz D.
W celu podzielenia dwoch liczb, przesuwamy wysuwke tak, aby
dzielnik ustawiony na wysuwce znalazt sie nad dzielng na linij-
ce. Wynik odczytujemy na podzialce D pod jedynka poczatko-
wa (wowczas ilosé cyfr ilorazu rowna jest roznicy cyfr dzielnej i
dzielnika plus 1) lub koricowa (ilo$¢ cyfr wyniku to roznica cyfr
dzielnej i dzielnika). Nalezy pamieta¢ o wyjatku od tej reguly:
kiedy dzielimy jedynke przez liczbe, stosujemy sie do niej tylko
wtedy, gdy wysuwamy wysuwke w lewo.

Przyktad

Aby uzyskaé¢ wynik dziatania 2 : 5, ustawiamy dzielng na po-
dzialce D pod dzielnikiem na wysuwce. Iloraz odczytujemy na
podziatce D pod jedynka konicowa podziatki C. Ilosé cyfr wyni-
ku jest zatem réwna 1 — 1 = 0, czyli ostatecznie 2 : 5 = 0, 4.
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Kolejnym przydatnym dzialaniem, jakie mozemy wykonaé
na suwaku, jest wyznaczanie czwartej liczby z proporcji
x :a =b:c Tu réwniez ograniczamy sie do podziatek C i D.
Liczbe b na skali C ustawiamy nad liczba c na skali D. Na skali
C odczytujemy liczbe znajdujaca sie nad liczba a lezaca na skali
D — jest to nasze szukane x. Aby ustali¢ ilo$¢ cyfr wyniku x,
stosujemy nastepujaca zasade: dla kazdej pary liczb stojacych
naprzeciw siebie na skalach C i D, réznica ilosci cyfr jest taka
sama.

Przyktlad

Aby wyznaczy¢ x z proporcji x : 7 = 1,2 : 1,4, ustawiamy 1,2
na podzialce C nad 1,4 na podzialce D. Wynik odczytujemy na
podziatce C nad 7 na skali D. Aby ustali¢ ilo§¢ cyfr wyniku,
obliczamy 1 — 1 = y — 1, skad y = 1. Ostatecznie uzyskujemy
z = 6.
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Do obliczania kwadratu danej liczby uzywamy dobrze juz
znanej skali D oraz skali A. W tym dzialaniu po raz pierwszy
wykorzystamy okienko ze szkietkiem. Kreske okienka ustawiamy
na naszej liczbie na skali D i odczytujemy wynik pod kreska na
skali A — jezeli jest to lewa polowa skali A, ilo$é¢ cyfr wyniku row-
na sie podwojonej ilosci cyfr naszej liczby minus 1; jezeli prawa
— podwojonej ilosci cyfr liczby.

Nieco bardziej skomplikowane jest obliczanie pierwiastka
kwadratowego z danej liczby b. Najpierw grupujemy cyfry licz-
by a po dwie: jezeli b > 1 — w lewo od przecinka, jezeli b < 1 —w
prawo. W przypadku, gdy w pierwszej grupie z cyframi niezero-
wymi mamy tylko jedng cyfre rozng od zera, liczbe a ustawiamy
w lewej potowie skali A, jezeli dwie cyfry — w prawej. Wynik od-
czytujemy pod kresky okienka na skali D. Ilo§¢ cyfr pierwiastka
z liczby a to ilo§¢ grup, gdy b > 1, oraz ilo§¢ grup zerowych ze
znakiem minus, gdy b < 1.

218



Tablice logarytmiczne i suwak logarytmiczny

T

[T \‘/‘1

I

Aby podniesé liczbe do potegi trzeciej, poza skalag D, wyko-
rzystujemy tez skale K, ktéra jest podzielona na trzy jednakowe
czedci. Ustawiamy naszg liczbe, za pomoca kreski okienka, na
skali D, wynik odczytujemy pod kreska okienka na skali K. Ilog¢
cyfr wyniku zalezy od tego, w ktérej czesci skali K znajduje sie
wynik. Jezeli w prawej, ilo§¢ cyfr to potrojona ilosé cyfr naszej
liczby. Jezeli w $rodkowej — potrojona ilosé cyfr liczby minus 1.
Jezeli natomiast w lewej — potrojona ilosé cyfr liczby minus 2.

Na koniec pokazemy, jak za pomoca suwaka logarytmicznego
wyznaczal pierwiastek trzeciego stopnia z danej liczby. Tak
jak w przypadku pierwiastka kwadratowego, najpierw dzielimy
dang liczbe b na grupy — po trzy cyfry w lewo od przecinka, gdy
b > 1, oraz po trzy cyfry w prawo od przecinka, gdy b < 1.
Od tego podziatu zalezy, w ktorej czesci skali K ustawimy nasza
liczbe. Jezeli skrajna lewa grupa ma tylko jedng cyfre, ustawia-
my b w lewej czedci skali K. Jezeli dwie — w Srodkowej, jezeli
za$ trzy — w prawej. Wynik odczytujemy pod kreska okienka na
skali D. Tlos¢ cyfr pierwiastka szeSciennego z liczby b jest réwna
ilosci grup w przypadku, gdy b > 1, oraz iloéci grup zerowych ze
znakiem minus, gdy b < 1.
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Oczywiscie wykonywanie rachunkéw na suwaku logarytmicz-
nym jest obarczone bledami, jednak dzieki dobrym wtasnosciom
skali logarytmicznej, sa one akceptowalnie mate. Warto nadmie-
ni¢, ze skala logarytmiczna jako jedyna daje w przyblizeniu staty
btad wzgledny odczytu. Ponadto doktadno$é¢ rachunkéow zalezy
od dhlugosci skali suwaka, doktadnosci ustawienia i odczytania
danej liczby oraz iloici dziatan, jakie zdecydowali$my sie wyko-
na¢ za pomocg suwaka lacznie (wéwczas im mniej ustawien i
odczytan liczb oraz przerzutéow suwaka, tym doktadniejszy wy-
nik koricowy).

Autorka tekstu: Klaudia Piwowarczyk

Autorka ilustracji: Adrianna Smoliniska
Opracowano na podstawie: [5].
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Niniejsza publikacja to zbiér rozwigzai wybranych zadari maturalnych

z przefomu XIX i XX wieku z Pastwowego Gimnazjum i Liceum Bolestawa
Chrobrego w Gnieznie oraz gimnazjum w Trzemesznie. Pomystodawca
projektu byt dr Marek Szczepaniak z oddzialu gnieznieriskiego Archiwum
Paristwowego w Poznaniu, realizacji dokonali Studenci Wydzialu Matematyki
i Informatyki Uniwersytetu im. Adama Mickiewicza w Poznaniu - czlonkowie
Kota Naukowego Matematykéw, we wspétpracy z pracownikami Wydziatu,
pod opieka dr Jedrzeja Garnka oraz koordynacja studencka Adrianny
Smolinskiej. Sposréd zadar znajdujacych sie na kilkudziesieciu poszytach,
wytypowalismy najciekawsze, obejmujace szerokie spektrum zagadnien
matematyki, takich jak algebra, geometria planarna, stereometria oraz,
obecnie rzadko stosowana, geometria sferyczna. Kazdy z autoréw,
prezentujac swéj tok myslenia, starat sie wprowadzi¢ niezbedny kontekst
teoretyczny tak, aby zawartosé byta przystepna dla czytelnika na kazdym
poziomie zaawansowania matematycznego. Publikacja przeznaczona jest
dla nauczycieli matematyki, uczniéw zainteresowanych Krélowa Nauk,

a takze dla wszystkich oséb, ktére zastanawiaja sie, czy zdalyby mature

z dawnych czaséw.
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