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Wst¦p

Dokumentacja przechowywana w archiwach pa«stwowych spo-
strzegana jest w powszechnym odbiorze jako ¹ródªo informacji
o przeszªo±ci interesuj¡ce historyków i przedstawicieli nauk po-
mocniczych historii. Same archiwa jawi¡ si¦ w tym schemacie
jako miejsce pracy uczonych reprezentuj¡cych przede wszyst-
kim te gaª¦zie wiedzy. Tymczasem, dokumentacja znajduj¡ca si¦
we wspomnianych instytucjach jest tak bogata i ró»norodna, »e
przedstawiciele bardzo wielu dyscyplin mog¡ znale¹¢ w niej inte-
resuj¡ce informacje z zakresu swojej specjalno±ci. W 2023 roku dr
Marek Szczepaniak z gnie¹nie«skiego Oddziaªu Archiwum Pa«-
stwowego w Poznaniu wyszedª z pomysªem zwrócenia uwagi na
warto±¢ dokumentacji archiwalnej tak»e dla matematyków. Po-
stanowiª on zaprezentowa¢ znajduj¡ce si¦ w zgromadzonych tam
aktach, maturalne zadanie matematyczne, z którymi zmagali si¦
absolwenci gimnazjów w drugiej poªowie XIX i na pocz¡tku XX
wieku.

Pocz¡tkowo dr Szczepaniak zwróciª si¦ do nauczycieli ma-
tematyki z wielkopolskich szkóª � Agaty Ignaczak, Kamilli
Stachowiak, Karoliny Tomczak, Kamila Ku¹nika, Kamil-
li Sadowskiej oraz Aurelii Tyckiej�Witek. Podj¦li si¦ oni
zredagowania oryginalnych prac uczniów i ich rozwi¡za«. Nast¦p-
nie dr Szczepaniak zwróciª si¦ do studentów zrzeszonych w Kole
Naukowym Matematyków Uniwersytetu im. Adama Mickiewicza
w Poznaniu. Studenci postanowili samodzielnie opracowa¢ zada-
nia i ich rozwi¡zania we wspóªczesnym j¦zyku matematycznym.
Czasem sprowadzaªo si¦ to do zreferowania rozwi¡zania maturzy-
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sty sprzed wieku, jednak w wielu przypadkach jego rozumowanie
trzeba byªo poprawi¢ lub te» uwspóªcze±ni¢. Opieki merytorycz-
nej podj¦li si¦ pracownicy Wydziaªu Matematyki i Informatyki
UAM oraz Uniwersytetu WSB Merito w Poznaniu: prof. UAM
dr hab. Maªgorzata Bednarska�Bzd¦ga, prof. UAM dr
hab. Wojciech Dybalski, dr J¦drzej Garnek, prof. UAM
dr hab. Michaª Jasiczak, dr Jolanta Marzec�Ballesteros,
dr Piotr Mizerka, dr Paweª Pªaczek, dr Adam Przestacki
oraz dr Katarzyna Taczaªa. Nadzór z ramienia pracowników
prowadziª dr J¦drzej Garnek, za± z ramienia studentów � Adrian-
na Smoli«ska. W caªym procesie pomagaª dr Szczepaniak, który
oprócz przeprowadzenia kwerendy, odczytaª wyst¦puj¡ce w ma-
teriale ¹ródªowym polecenia do zada« oraz komentarze uczniów
i nauczycieli oceniaj¡cych prace egzaminacyjne.

Uczestnicy projektu wybrali zadania spo±ród 82 znajduj¡cych
si¦ na kartach 24 poszytów z zespoªu archiwalnego Pa«stwowego
Gimnazjum i Liceum Bolesªawa Chrobrego w Gnie¹nie. Poszy-
ty te zawieraªy zestawy prac pisanych przez abiturientów w la-
tach 1892 � 1914. Do zada« rozwi¡zywanych przez maturzystów
gnie¹nie«skich doª¡czono równie» prace uczniów szkoªy w Trze-
mesznie. Tamtejsze gimnazjum zostaªo zlikwidowane przez wªa-
dze pruskie w ramach represji za udziaª mªodzie»y w Powstaniu
Styczniowym. Na jego miejsce utworzono gimnazjum w Gnie¹nie.
Po kilku latach szkoªa trzemesze«ska uzyskaªa status progimna-
zjum, szkoªy nieposiadaj¡cej najwy»szej programowo klasy ma-
turalnej. Wybrane trzemesze«skie prace maturalne i prace pisane
podczas egzaminu ko«cz¡cego nauk¦ w progimnazjum pochodz¡
z lat 1851 � 1895. W poª¡czeniu z materiaªem gnie¹nie«skim po-
zwala to na prze±ledzenie ewolucji wymaga« podczas egzaminu
maturalnego w dªu»szym okresie czasowym. Porównanie prac z
egzaminu ko«cowego w trzemesze«skim progimnazjum i matu-
ralnych z gimnazjum w Gnie¹nie pozwala tak»e na zauwa»enie
ró»nic programowych mi¦dzy ostatni¡ a przedostatni¡ klas¡ ów-
czesnej szkoªy ±redniej.
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Kadra nauczycielska Gimnazjum Królewskiego w Gnie¹nie w ro-
ku szkolnym 1912/1913

Po roku pracy mo»emy odda¢ w Wasze r¦ce zbiór trzydziestu
zada« z matur sprzed wieku. Liczymy, »e publikacja zainteresu-
je nauczycieli matematyki, uczniów zainteresowanych Królow¡
Nauk, a tak»e wszystkie osoby, które zastanawiaj¡ si¦, czy zda-
ªyby matur¦ z dawnych czasów. W naszym zbiorze znale¹¢ mo»na
zarówno zadania, które mogªyby pojawi¢ si¦ na maturze podsta-
wowej (np. te dotycz¡ce rachunków na procentach), jak i takie,
które dotycz¡ wspóªcze±nie zapomnianych dziedzin matematy-
ki, takich jak geometria sferyczna. W pierwszej cz¦±ci ksi¡»ki
omawiamy tryb przeprowadzania ówczesnych matur oraz oma-
wiamy przykªadow¡ matur¦ z 1908 r. Dalsze rozdziaªy zawieraj¡
zadania z ró»nych matur podzielone tematycznie na zadania z
algebry, geometrii planarnej, stereometrii, geometrii sferycznej,
a tak»e zadania z kontekstem �zycznym. Siódmy rozdziaª ksi¡»-
ki po±wi¦cony jest zadaniom z gimnazjum w Trzemesznie. Za-
decydowali±my o oddzieleniu ich od reszty zada«, jako »e s¡ one
prostsze od innych � byªy bowiem przeznaczone dla innego etapu

9



edukacji. Ksi¡»k¦ ko«czymy dodatkiem dotycz¡cym tablic loga-
rytmicznych oraz suwaka logarytmicznego.

Matury sprzed wieku to z pewno±ci¡ ¹ródªo wielu ciekawych
historii, i nie wszystkie z nich udaªo nam si¦ odkry¢. Przegl¡daj¡c
rozwi¡zania, kilkakrotnie przeprowadzili±my �dochodzenie� doty-
cz¡ce abiturientów. Jak si¦ okazuje, cz¦±¢ z nich odegraªa pó¹niej
znacz¡ce role w historii naszego regionu. Ich dzieje przybli»amy
w ramkach umieszczonych pod niektórymi zadaniami, wraz ze
skanami niektórych ich rozwi¡za«. Biogra�e pisz¡cych matury
przygotowaª dr Marek Szczepaniak. Aby uªatwi¢ lektur¦ uczniom
oraz osobom, którym brakuje podstaw matematycznych, przy-
pomnieli±my w ramkach niektóre z faktów oraz poj¦¢ zastosowa-
nych w rozwi¡zaniach. W kilku miejscach komentujemy równie»
rozwi¡zanie ucznia i inne zwi¡zane z zadaniem ciekawe fakty.

Jak wynika z powy»szego tekstu, w przygotowanie niniejszej
ksi¡»ki zaanga»owanych byªo co najmniej kilkana±cie osób. Ser-
decznie dzi¦kujemy wszystkim za po±wi¦cony czas i »yczymy sa-
tysfakcji z uzyskanego efektu!

dr Marek Szczepaniak, dr J¦drzej Garnek
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Cz¦±¢ I

O maturze
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Tryb przeprowadzania egzaminu
maturalnego w gimnazjum pruskim

na przeªomie XIX i XX wieku.

Wprowadzenie.Wdotychczasowych badaniach nad trybem
przeprowadzania egzaminu maturalnego z matematyki w szko-
ªach na ziemiach polskich zaboru pruskiego koncentrowano si¦
przede wszystkim na okresie pierwszej poªowy XIX w. Na szcze-
góln¡ uwag¦ zasªuguje artykuª Stanisªawa Domaradzkiego i Ka-
roliny Karpi«skiej na temat egzaminów maturalnych z matema-
tyki od XVIII do pocz¡tku XX wieku.[6] Autorzy szczegóªowo
omawiaj¡ okoliczno±ci wprowadzenia egzaminów maturalnych i
ich ewolucj¦ do lat 80. XIX w. Drugim w¡tkiem skupiaj¡cym
ich uwag¦ jest porównanie matury pruskiej do matury polskiej w
okresie II Rzeczypospolitej. Natomiast do±¢ pobie»nie omówiono
ko«cowe egzaminy z matematyki przeprowadzane na przeªomie
XIX i XX wieku, zwªaszcza po wprowadzeniu nowych zasad w
1883 r., o czym autorzy zaledwie wspomnieli. [6, str. 184]

Procedury egzaminacyjne. Procedura egzaminu matural-
nego przeprowadzanego w gnie¹nie«skim gimnazjum od lat osiem-
dziesi¡tych XIX w. do ko«ca okresu pruskiego oparta byªa na re-
gulaminie rozesªanym do szkóª przez Królewskie Prowincjonalne
Kolegium Szkolne w Poznaniu (dalej: KPKS) w styczniu 1882.[9]
Wprowadzone wówczas zasady obowi¡zywa¢ miaªy od egzami-
nów przeprowadzonych w terminie wielkanocnym 1883 r. Prze-
sªany dokument regulowaª tryb przeprowadzania egzaminów w
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ró»nych typach szkóª � gimnazjach, progimnazjach, gimnazjach
realnych, progimnazjach realnych, wy»szych szkoªach miejskich.
W cz¦±ci przeznaczonej dla gimnazjów, w pierwszym paragra�e,
regulamin stwierdzaª, »e celem egzaminu ko«cowego jest stwier-
dzenie, czy ucze« osi¡gn¡ª poziom wiedzy b¦d¡cy celem gimna-
zjum. 1 W dalszej cz¦±ci stwierdzano, »e prawo przeprowadzenia
egzaminu posiadaj¡ wszystkie szkoªy, które zostaªy do tego upo-
wa»nione przez odpowiedniego ministra. Regulamin wymieniaª
zakres wiedzy z poszczególnych przedmiotów nauczania, który
podlegaª wery�kacji. Otrzymanie pozytywnych ocen ze wszyst-
kich przedmiotów upowa»niaªo absolwenta do uzyskania ±wia-
dectwa dojrzaªo±ci. Z zakresu matematyki przyst¦puj¡cy do eg-
zaminu zobowi¡zany byª udowodni¢, »e opanowaª arytmetyk¦ a»
do rozwini¦cia twierdzenia o dwumianie, algebr¦ a» do równa«
drugiego stopnia wª¡cznie, posiada wiedz¦ z zakresu trygonome-
trii oraz, »e nabyª wystarczaj¡c¡ praktyk¦ w stosowaniu naby-
tej wiedzy do rozwi¡zywania prostych zada«. Zakres wymaganej
wiedzy z zakresu �zyki, jakiego wymagano od absolwenta gim-
nazjum, okre±lony byª do±¢ ogólnikowo. Wykaza¢ on si¦ musiaª
znajomo±ci¡ zasad i praw równowagi i ruchu ciaª, ciepªa, magne-
tyzmu i elektryczno±ci, d¹wi¦ku i ±wiatªa. Wymieniony zakres
wymaga« z zakresu przedmiotów ±cisªych dotyczyª uczniów gim-
nazjów klasycznych.

Egzamin maturalny przeprowadzany byª przez Komisj¦ Eg-
zaminacyjn¡. Na jej czele staª Komisarz Królewski powoªywany
przez KPKS spo±ród wªasnych czªonków i zajmuj¡cy si¦ w ci¡-
gu roku sprawami danej szkoªy. Oprócz niego w skªad Komisji
wchodzili dyrektor gimnazjum oraz nauczyciele ucz¡cy w naj-
wy»szej programowo klasie. Do roku szkolnego 1904/1905 naj-
wy»sz¡ programowo klas¡ byªy Prima (klasa pierwsza), a w ko-
lejnych latach Ober Prima (klasa pierwsza wy»sza). Ni»sze klasy
kolejno stanowiªy: Unter Prima (klasa pierwsza ni»sza), Ober Se-
cunda (klasa druga wy»sza), Unter Secunda (klasa druga ni»sza),

1W dokumencie na okre±lenie ko«cowego egzaminu u»ywano wyra»enia
�Entlassungsprüfung�
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Ober Tertia (klasa trzecia wy»sza), Unter Tertia (klasa trzecia
ni»sza), Quarta (klasa czwarta), Quinta (klasa pi¡ta) i najni»sza
programowo Sexta (klasa szósta). Jeszcze przed wprowadzeniem
podziaªu na Prim¦ Wy»sz¡ i Prim¦ Ni»sz¡, nauczanie w klasie
pierwszej trwaªo dwa lata. Paragraf 5 regulaminu postanawiaª,
»e ucze« przyst¡pi¢ mo»e do egzaminu ko«cowego nie wcze±niej
ni» w czwartym okresie dwuletniego okresu nauczania. Podanie
o dopuszczenie do egzaminu skªadano pisemnie na r¦ce dyrekto-
ra szkoªy na trzy miesi¡ce przed egzaminem. Przyj¦cie do gru-
py osób dopuszczonych do egzaminu nast¦powaªo na podstawie
decyzji KPKS podj¦tej na jednomy±lny wniosek nauczycieli na-
le»¡cych do komisji egzaminacyjnej. Je±li zgodnie z jednomy±ln¡
decyzj¡ nauczycieli ucze« nie osi¡gn¡ª jeszcze wymaganego po-
ziomu wiedzy i dojrzaªo±ci, dyrektor miaª obowi¡zek odradzi¢
mu przyst¡pienie do egzaminu i zªo»y¢ odpowiednie o±wiadcze-
nie rodzicom lub ich przedstawicielom.

Terminy. Rok szkolny w gimnazjum rozpoczynaª si¦ dwuty-
godniowymi feriami wielkanocnymi które miaªy miejsce na prze-
ªomie marca i kwietnia, w zale»no±ci od daty Wielkanocy. Za-
j¦cia, które wznawiano na ogóª tydzie« po ±wi¦tach, trwaªy do
tygodniowych ferii w dni przypadaj¡ce blisko ±wi¦ta Zesªania Du-
cha �wi¦tego (Zielone �wi¡tki). �wi¦to przypada zawsze 49 dni
(7 tygodni) po niedzieli wielkanocnej. Nauka, która rozpoczyna-
ªa si¦ po Zielonych �wi¡tkach trwaªa do pocz¡tku lipca, kiedy to
rozpoczynaªy si¦ miesi¦czne wakacje letnie (tzw. �»niwne�). Przez
wi¦kszo±ci sierpnia i wrze±nia ponownie trwaªy zaj¦cia szkolne.
Na przeªomie wrze±nia i pa¹dziernika rozpoczynaªa si¦ dwuty-
godniowa przerwa tzw. �±wi¦tomichalska�. Lekcje wznawiano w
poªowie pa¹dziernika. Ko«czyªy si¦ one kilka dni przed Bo»ym
Narodzeniem. Przerwa w nauce trwaªa do 6 stycznia wª¡cznie,
czyli do ±wi¦ta Trzech Króli. Zaj¦cia rozpocz¦te na pocz¡tku
stycznia ko«czyªy si¦ okoªo dwa tygodnie przed Wielkanoc¡, kie-
dy to nast¦powaªy kolejne ferie.

Egzamin ko«cowy organizowano w ci¡gu roku szkolnego dwu-
krotnie. Egzaminy w tzw. terminie �±wi¦tomichalskim� na po-

15



cz¡tku wrze±nia, tj. na koniec pierwszego semestru tzw. letnie-
go i w terminie �wielkanocnym�, który najcz¦±ciej miaª miejsce
na przeªomie stycznia i lutego � pod koniec semestru zimowego.
Wszystkie daty roku szkolnego zale»aªy w du»ej mierze od daty
Wielkanocy.

Egzamin maturalny skªadaª si¦ z dwóch cz¦±ci � pisemnej i
ustnej. Cz¦±¢ lingwistyczn¡ egzaminu pisemnego stanowiªy wy-
pracowanie w j¦zyku niemieckim i ªaci«skim, tªumaczenie z j¦zy-
ka niemieckiego na j¦zyk ªaci«ski, tªumaczenie z j¦zyka greckiego
na niemiecki. W cz¦±ci matematycznej ucze« miaª do wyboru je-
den z trzech zestawów zada«, z których ka»dy zawieraª cztery
zadania, po jednym z planimetrii, stereometrii, trygonometrii i
algebry. Zalecano jednocze±nie, by jedno z zada« matematycz-
nych byªo tak skonstruowane, by dawaªo uczniowi mo»liwo±¢ wy-
kazania si¦ znajomo±ci¡ praw �zycznych. [10, � 6 pkt 2]

Uczniowie przyst¦puj¡cy do egzaminu w tym samym terminie
otrzymywali te same zadania. Regulamin zalecaª, by ich rodzaj
i stopie« trudno±ci w niczym nie przekraczaª poziomu materiaªu
realizowanego w czasie zaj¦¢ Primy. Z drugiej strony powinny
one by¢ tak sformuªowane by nie byªy zbyt podobne do przero-
bionych na lekcjach. Praca ucznia podczas egzaminu nie powinna
ogranicza¢ si¦ do odtworzenia prac wykonanych w czasie zaj¦¢,
lecz by¢ mo»liwie samodzieln¡. Nauczyciel ucz¡cy w najwy»szej
programowo klasie danego przedmiotu, przedstawiaª dyrektoro-
wi szkoªy pytania egzaminacyjne z tego zakresu do zatwierdze-
nia. Z matematyki, nauczyciel przygotowywaª trzy zestawy po
4 zadania w ka»dym zestawie.[10, �7 pkt 5. Por. �6] Propozycje
zada« przesyªane byªy do Komisarza Królewskiego. Ten po doko-
naniu wyboru, zwracaª je opiecz¦towane. Komisarz mógª wybra¢
inne, ni» przekazane mu propozycje zada«. Je»eli pojawiªy si¦
jakiekolwiek w¡tpliwo±ci co do proponowanych zada«, Komisarz
miaª prawo wyznaczy¢ inne zadania ze wszystkich, lub tylko z
poszczególnych przedmiotów. Do szczególnych obowi¡zków Ko-
misji Egzaminacyjnej, a w szczególno±ci do dyrektora szkoªy i
nauczycieli ukªadaj¡cych pytania, nale»aªo zachowanie ich tre±ci
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w tajemnicy, a» do momentu rozpocz¦cia egzaminu. Regulamin
podkre±laª dodatkowo, »e nale»y te» unika¢ wszelkich sugestii na
temat tre±ci zada«. [10, �7 pkt 8]

Przebieg egzaminu. Przebieg egzaminu ko«cowego regulo-
waª �8 regulaminu. Zgodnie z nim, egzamin pisemny odbywaª si¦
w odpowiedniej sali gimnazjum pod staªym nadzorem nauczy-
cieli, czªonków Komisji Egzaminacyjnej wyznaczonych przez dy-
rektora. Na ka»de z dwóch wypracowa« (z j¦zyków niemieckiego
i ªaci«skiego) oraz na prac¦ z matematyki nale»aªo przeznaczy¢
pi¦¢ godzin porannych. W przypadku wypracowa« j¦zykowych,
mo»na byªo w razie potrzeby, przekroczy¢ termin o póª godziny.
Egzamin nie mógª by¢ przerywany. Egzamin matematyczny mógª
by¢ podzielony na dwie cz¦±ci, przy czym wyznaczano zadania,
który powinny by¢ rozwi¡zane w ka»dej z cz¦±ci. Obydwa eta-
py egzaminu rozdzielone byªy przerw¡ na wypoczynek. Oprócz
sªowników ªaci«skiego, greckiego i hebrajskiego oraz tablic loga-
rytmicznych z matematyki, niedopuszczalne byªo wnoszenie do
sali egzaminacyjnej innych pomocy. Ka»dy z egzaminowanych,
który uko«czyª swoj¡ prac¦ miaª obowi¡zek odda¢ j¡ nauczycie-
lowi prowadz¡cemu i opu±ci¢ sal¦. Kto nie uko«czyª swojej pra-
cy po upªywie wyznaczonego czasu powinien odda¢ j¡ w stanie
nieuko«czonym. W ka»dym przypadku nale»aªo tak»e zwróci¢
notatki sporz¡dzone w trakcie egzaminu, niezale»nie od tego czy
zostaªy wykorzystane podczas pracy, czy nie. Ka»dy ucze«, który
podczas egzaminu korzystaª z niedozwolonych pomocy albo do-
pu±ciª si¦ próby oszustwa, jak równie» ka»dy, kto mu w tym po-
magaª, zostawaª wykluczony z dalszej cz¦±ci egzaminu. Je±li wy-
kroczenie to zostaªoby wykryte dopiero po uko«czeniu egzaminu,
jego ±wiadectwo ko«cowe podlegaªo zatrzymaniu. Osoby ukarane
w ten sposób nale»aªo w trakcie powtarzania egzaminu trakto-
wa¢ jak abiturientów, którzy egzaminu nie zdali. Kto dopu±ciª si¦
wykroczenia podczas powtarzania egzaminu mógª by¢ wykluczo-
ny ze zdawania matury. Sprawa nie nale»aªa jednak do prostych
lub cz¦sto stosowanych, bowiem decyzj¦ tak¡ mógª wyda¢ je-
dynie wªa±ciwy minister. Wszelkie dziaªania zwi¡zane z podj¦t¡
przez ucznia prób¡ oszustwa, dyrektor i nauczyciele � czªonko-
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wie Komisji Egzaminacyjnej, podejmowali przed przyst¡pieniem
do egzaminów ustnych. Dyrektor szkoªy miaª wyra¹nie wskazany
obowi¡zek zwróci¢ uwag¦ wszystkim przyst¦puj¡cym do egzami-
nu na punkty regulaminu dotycz¡ce wspomnianych wykrocze«.
Powinien to zrobi¢ przed rozpocz¦ciem pierwszego egzaminu pi-
semnego.

Ocena prac. Ka»d¡ prac¦ w pierwszej kolejno±ci sprawdzaª
nauczyciel przedmiotu. Stwierdzone bª¦dy zaznaczaª wskazuj¡c
ich rodzaj i znaczenie. Nast¦pnie oceniana byªa warto±¢ pracy
w zestawieniu z wymaganiami egzaminacyjnymi. Prace oceniano
wedªug czterech stopni:

� sehr gut (bardzo dobry),

� gut (dobry),

� genügend (wystarczaj¡cy),

� ungenügend/nichtgenügend (niewystarczaj¡cy).

Do pisemnego podsumowania pracy nale»aªo doda¢ informacje o
osi¡gni¦ciach ucznia w czasie zaj¦¢ klasowych. Jednak»e nie mo-
gªy one mie¢ wpªywu na ocen¦ pracy egzaminacyjnej. W dalszej
kolejno±ci prace przekazywane byªy czªonkom Komisji Egzami-
nacyjnej. Podczas zwoªanej przez dyrektora narady zestawiano
oceny poszczególnych prac oraz podejmowano decyzj¦, którzy ze
zdaj¡cych zostan¡ wykluczeni z egzaminu ustnego i którym przy-
znane zostanie zwolnienie z niego. Królewski Komisarz posiadaª
upowa»nienie do zmiany ocen prac egzaminacyjnych. Zmiany
przez niego wprowadzone winny by¢ uwzgl¦dnione w protoko-
le. [10, �9]

Egzaminy ustne. Egzamin ustny powinien by¢ przeprowa-
dzony w ci¡gu ostatnich sze±ciu tygodni danego semestru szkol-
nego. Wyznaczenie dnia egzaminu i przewodniczenie w czasie je-
go przebiegu, nale»aªo do kompetencji Królewskiego Komisarza.
W dzie« egzaminu dyrektor posiadaª w sali egzaminacyjnej prace
pisemne zdaj¡cych z Primy oraz oceny jakie uzyskali w tej klasie
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� równie» w przypadku, je±li cz¦±¢ kursu Primy odbyli w innej
szkole. Na egzaminie ustnym, oprócz nauczycieli wchodz¡cych w
skªad Komisji Egzaminacyjnej, musieli by¢ obecni wszyscy na-
uczyciele szkoªy. Je±li egzamin trwaª kilka dni, obowi¡zek ten do-
tyczyª tylko pierwszego dnia egzaminów. Ucze«, którego pisemne
prace egzaminacyjne, wszystkie lub w wi¦kszo±ci, uzyskaªy oce-
n¦ �niewystarczaj¡c¡� i w protokole egzaminacyjnym wyra»ono
w¡tpliwo±¢ co do ich dojrzaªo±ci, zostawaª wykluczony z egzami-
nu ustnego. Je±li taka w¡tpliwo±¢ nie zostaªa wyra»ona, Komisja
Egzaminacyjna podejmowaªa decyzj¦ czy przed egzaminem ust-
nym nale»y wyda¢ uczniowi zalecenie wycofania si¦ z niego. Je±li
w opinii nauczycieli wyniki ucznia w czasie nauki w Primie byªy
zadowalaj¡ce, a prace pisemne na egzaminie absolutoryjnym by-
ªy wystarczaj¡ce, a niektóre z nich lepsze, wówczas ucze« mógª
by¢ zwolniony z egzaminu ustnego. Decyzja w tej sprawie musiaªa
by¢ podj¦ta przez nauczycieli jednomy±lnie. Przy zastosowaniu
tego przywileju nale»aªo wzi¡¢ pod uwag¦ zachowanie si¦ ucznia
podczas nauki w szkole. [10, �10]

Obowi¡zywaªa zasada, »e w jednym dniu egzaminu nie mo»e
go zdawa¢ wi¦cej ni» dziesi¦ciu uczniów. Je»eli kandydatów do
egzaminu byªo wi¦cej, nale»aªo ich podzieli¢ na kilka grup w za-
le»no±ci od ich liczby. Ka»da z grup zdawaªa egzamin oddzielnie.
Kolejno±¢ zdawanych przedmiotów i czas po±wi¦cony na ka»dy z
nich ustalaª Komisarz Królewski. Egzaminowani nie mieli prawa
wnosi¢ na egzamin ksi¡»ek. W razie próby naruszenia tego prze-
pisu, stosowano kary, jak przy egzaminie pisemnym (� 6). Ka»dy
przedmiot zdawany byª przed nauczycielem, który wykªadaª go
w najwy»szej klasie. Komisarz Królewski miaª jednak prawo do
zadawania dodatkowych pyta« zdaj¡cym, a w indywidualnych
przypadkach do samodzielnego przeprowadzenia egzaminu. Za-
kres pyta« z matematyki nie miaª ogranicza¢ si¦ tylko do progra-
mu Primy. Podobnie, jak w cz¦±ci pisemnej, �zyka nie stanowiªa
specjalnego przedmiotu egzaminacyjnego. Zalecano jednak ª¡cze-
nie zagadnie« �zycznych z matematycznymi. [10, �11]
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Po zako«czeniu cz¦±ci ustnej egzaminu, Komisja Egzamina-
cyjna podejmowaªa decyzj¦ o wynikach caªego egzaminu. O ko-
lejno±ci rozpatrywania i podejmowania decyzji w poszczególnych
kwestiach decydowaª Komisarz Królewski. Przy ustalaniu oceny
ko«cowej uwzgl¦dniano wyniki cz¦±ci pisemnej i ustnej z egza-
minu oraz ocen¦ uzyskan¡ na zaj¦ciach z przedmiotu przed roz-
pocz¦ciem egzaminu. Egzamin uwa»any byª za zaliczony, je±li
»adna z ocen z egzaminu i z zaj¦¢ klasowych, z »adnego przed-
miotu obowi¡zkowego nie b¦dzie ocen¡ �niewystarczaj¡c¡�. Nie-
dopuszczalne byªy jakiekolwiek odst¦pstwa od tej zasady � ani
ze wzgl¦du na przyszªy zawód wybierany przez egzaminowanego,
ani w przypadku gdy oceny �niewystarczaj¡ce� byªy równowa»o-
ne co najmniej �dobrymi� ocenami z innych przedmiotów obo-
wi¡zkowych. Przy ustalaniu oceny ko«cowej, nauczyciele religii
mieli obowi¡zek wstrzyma¢ si¦ od gªosu, je±li dyskusja dotyczyªa
ucznia, który nie uczestniczyª w ich zaj¦ciach. W przypadku rów-
niej liczby gªosów podczas wszystkich gªosowa« Komisji Egzami-
nacyjnej, gªos rozstrzygaj¡cy miaª Komisarz Królewski. Miaª on
równie» prawo sprzeciwu wobec decyzji Komisji Egzaminacyjnej
o przyznaniu, lub odmowie przyznania ±wiadectwa dojrzaªo±ci.
W takim przypadku dokumentacj¦ post¦powania egzaminacyjne-
go przedkªadano KPKS, które podejmowaªo ostateczn¡ decyzj¦.
Po zako«czeniu obrad Komisji Egzaminacyjnej i podpisaniu pro-
tokoªu przez wszystkich czªonków Komisji, Królewski Komisarz
ogªaszaª zdaj¡cym ogólny wynik egzaminu.[10, �12]

Koszty egzaminu ko«cowego w gimnazjum (egzaminu matu-
ralnego) wynosiªy 30 marek, za± egzaminu ko«cowego w progim-
nazjum 20 marek. Ich wysoko±¢ zbli»ona byªa do opªat wpisowego
wnoszonego w tym czasie przez nowych czªonków przyst¦puj¡-
cych do gnie¹nie«skich cechów rzemie±lniczych. W zale»no±ci od
cechu wahaªy si¦ one od 15 do 30 marek.

�wiadectwa. Ka»dy, kto zdaª egzamin maturalny otrzymy-
waª ±wiadectwo dojrzaªo±ci. Na pocz¡tku dokumentu wymienia-
no dane osobowe jego wªa±ciciela: nazwisko i imi¦, dat¦ i miejsce
urodzenia, stanowisko i imi¦ ojca, miejsce zamieszkania ojca (w
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razie potrzeby razem z powiatem), ilo±¢ lat ucz¦szczania przez
ucznia do gimnazjum, w tym ile lat uczyª si¦ w Primie.

W cz¦±ci pierwszej ±wiadectwa umieszczano informacje na te-
mat zachowania si¦ i pilno±ci absolwenta. W tej cz¦±ci odnoto-
wywano równie» ewentualn¡ dyspens¦ od egzaminu ustnego. W
cz¦±ci drugiej, wpisywano oceny z poszczególnych przedmiotów:
religii, j¦zyka niemieckiego, j¦zyka ªaci«skiego, j¦zyka greckiego,
j¦zyka francuskiego, j¦zyka hebrajskiego, j¦zyka polskiego (ewen-
tualnie j¦zyka angielskiego), historii i geogra�i (jako jeden przed-
miot), matematyki, �zyki, gimnastyki, rysunku i ±piewu. Oceny
z poszczególnych przedmiotów nauczania miaªy wskazywa¢ ogól-
ny poziom wiedzy zdaj¡cego w odniesieniu do zakªadanych ce-
lów nauczania. W przypadku, gdy wyniki egzaminu pisemnego
i ustnego odbiegaªy od wyników zaj¦¢, ró»nica ta musiaªa by¢
na ±wiadectwie wyra¹nie wyra»ona. Oceny ka»dego przedmiotu
nauczania nale»aªo poda¢ wedªug skali przej¦tej w �9 pkt 1 re-
gulaminu.

Poni»ej ocen widniaªa na ±wiadectwie formuªa: �Poniewa»
obecnie ko«czy szkoª¦ ±redni¡, podpisana ni»ej Komisja Egzami-
nacyjna wydaªa mu ±wiadectwo, by mógª zosta¢...� � i wpisywano
nazw¦ zawodu wybranego przez wªa±ciciela dokumentu. W dal-
szej cz¦±ci ±wiadectwa widniaªa formuªa o zwolnieniu absolwenta
z obowi¡zków, miejscowo±¢ wystawienia i dat¦, przy czym wpi-
sywano dzie« egzaminu ustnego. Na ko«cu nast¦powaªy podpi-
sy czªonków Komisji Egzaminacyjnej: Królewskiego Komisarza,
przedstawiciela Magistratu, dyrektora szkoªy i nauczycieli.

Progimnazja. Progimnazja byªa niepeªnymi gimnazjami �
bez klas Ober Primy i Unter Primy. Ich uko«czenie nie dawaªo
prawa studiowania na wy»szych uczelniach. Tryb przeprowadza-
nia egzaminu ko«cowego w progimnazjach byª bardzo podobny,
jak w peªnych gimnazjach. Do egzaminu przyst¦powali ucznio-
wie nie wcze±niej, ni» w czwartym semestrze dwuletniej Secundy.
Na pisemnym egzaminie ko«cowym z zakresu matematyki abitu-
rient zobowi¡zany byª do wyliczenia czterech zada« z matema-
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tyki, w tym dwóch algebraicznych, jednego z zakresu planimetrii
i jednego z trygonometrii. Abiturienci nie zdawali z matematyki
egzaminu ustnego. Koszt egzaminu ko«cowego w progimnazjum
wynosiª 20 marek.

W nast¦pnych latach pruskie wªadze szkolne wprowadzaªy
drobne zmiany dotycz¡ce przebiegu ko«cowych egzaminów w
ró»nych typach szkóª. Znaczna ich cz¦±¢ dotyczyªa szkóª real-
nych. W gimnazjach klasycznych radykalnych zmian nie byªo.

Autor tekstu: dr Marek Szczepaniak
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Tre±ci nauczania

Tre±ci nauczania z ka»dego przedmiotu we wszystkich klasach,
podawano w drukowanym przez szkoª¦ na koniec roku szkolne-
go Sprawozdaniu rocznym, rozsyªanym do szkóª przez Królew-
skie Prowincjonalne Kolegium Szkolne. W cz¦±ci dotycz¡cej klasy
maturalnej podawano tre±¢ zada« skªadanych podczas ostatniego
egzaminu maturalnego. Przy klasach ni»szych wymieniano blo-
ki zagadnie« przerabiane z uczniami podczas minionego okresu
nauki. Poni»ej pokazujemy skan fragmentów tej broszury z 1901
roku wraz z tªumaczeniem. Po wyja±nienia dotycz¡ce nazw klas
kierujemy do poprzedniego rozdziaªu.

Prima: Poj¦cie wspóªrz¦dnych oraz niektóre podstawy teorii
krzywych sto»kowych. Zadania ze wszystkich dziedzin geometrii
pªaskiej i przestrzennej. Uzupeªnienie trygonometrii. Obliczenia
procentu skªadanego i rent. 4 godziny tygodniowo. Zadania z pi-
semnego egzaminu maturalnego przed Wielkanoc¡ 1901 r.:
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1. W lesie, który zawiera 10 000 metrów sze±ciennych drewna, a
jego roczny przyrost wynosi 50, pod koniec ka»dego roku ±cinane
jest 800 metrów sze±ciennych drewna. Ile metrów sze±ciennych
drewna pozostanie w lesie po 10 latach?

2. Dany jest ci¦ciwa a w danym okr¦gu, któr¡ nale»y wydªu»y¢ tak,
aby styczna skonstruowana z jej ko«ca do okr¦gu byªa równa
sumie poªowy wydªu»enia ci¦ciwy oraz danej odcinka b.

3. F = 84, r = 8,125, a = 13. Oblicz pozostaªe elementy trójk¡ta.

4. Kula o promieniu R jest przeci¦ta pªaszczyzn¡ w odlegªo±ci po-
ªowy promienia od ±rodka. W powstaªym okr¦gu przeci¦cia wpi-
sano kwadrat, nad którym w wi¦kszej cz¦±ci kuli skonstruowano
prost¡ ostrosªup, którego wierzchoªek znajduje si¦ na powierzch-
ni kuli. Jakie s¡ obj¦to±¢ i powierzchnia tego ostrosªupa oraz ja-
ki jest k¡t nachylenia jego ±cian bocznych wzgl¦dem podstawy?
Opcjonalnie: jaki jest k¡t nachylenia ±cian bocznych wzgl¦dem
siebie nawzajem?

Ober-Secunda: Nauka o pot¦gach, pierwiastkach i logaryt-
mach. Równania, w tym kwadratowe z kilkoma niewiadomymi.
Ci¡gi arytmetyczne i geometryczne pierwszego rz¦du. Uzupeªnie-
nie teorii podobie«stwa oraz zadania z konstrukcji geometrycz-
nych. Obliczenia dotycz¡ce trójk¡tów i czworok¡tów. Trygono-
metria pªaska wraz z ¢wiczeniami w obliczaniu trójk¡tów i czwo-
rok¡tów.
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Unter-Secunda: 4 godziny tygodniowo. Równania z jedn¡ i
wieloma niewiadomymi, ze szczególnym uwzgl¦dnieniem równa«
kwadratowych oraz zada« tekstowych. De�nicja logarytmu i naj-
wa»niejsze twierdzenia dotycz¡ce logarytmów. Obliczenia z wy-
korzystaniem logarytmów. Powtórzenie nauki o pot¦gach i pier-
wiastkach. Obliczenia dotycz¡ce koªa, wycinka koªowego i od-
cinka koªowego. De�nicja funkcji trygonometrycznych w trój-
k¡cie prostok¡tnym. Trygonometryczne obliczenia trójk¡tów, z
uwzgl¦dnieniem zada« praktycznych z »ycia codziennego. Ob-
liczenia obj¦to±ci i powierzchni graniastosªupów, ostrosªupów,
walców, sto»ków i kul.

Ober-Tertia: Arytmetyka: Nauka o proporcjach, pot¦gach i
pierwiastkach. Równania pierwszego stopnia z jedn¡ i wieloma
niewiadomymi. Planimetria: Porównywanie pól powierzchni �-
gur prostoliniowych. Nauka o proporcjonalno±ci i podobie«stwie
�gur. 3 godziny tygodniowo.
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Unter-Tertia: Arytmetyka: Latem 2 godziny tygodniowo, zi-
m¡ 1 godzina tygodniowo. Podstawowe dziaªania na liczbach
ogólnych. Rozkªadanie sum i ró»nic na czynniki. Operacje na
uªamkach. Równania z jedn¡ niewiadom¡. Geometria: Latem 1
godzina tygodniowo, zim¡ 2 godziny tygodniowo. Nauka o rów-
nolegªobokach, trapezach i okr¦gach. Rozwi¡zywanie prostszych
zada« konstrukcyjnych. 3 godziny tygodniowo.

Quarta: Planimetria � Nauka o prostych, k¡tach i trójk¡tach.
Proste zadania konstrukcyjne. 2 godziny tygodniowo.

Quinta: Dziaªania na uªamkach zwykªych. Proste zadania z re-
guªy trzech i obliczania odsetek. Wprowadzenie do rachunków z
uªamkami dziesi¦tnymi.

Sexta: Liczby caªkowite. Powtórzenie podstawowych dziaªa« na
liczbach nazwanych i nienazwanych, rozwi¡zywanie równa«, re-
dukcja, obliczanie czasu. Niemieckie monety, miary i wagi. �wi-
czenia w zapisie dziesi¦tnym oraz w najprostszych obliczeniach
dziesi¦tnych. 4 godziny tygodniowo.
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Vorschulklasse: Obliczenia pami¦ciowe w zakresie liczb od 1
do 1000. Monety, tabliczka mno»enia z liczbami walutowymi i
wielokrotno±ciami 10. Zgodnie z zeszytem ¢wicze« Blümela, cz¦±¢
II i III. 5 godzin tygodniowo. Miary i wagi, obliczenia pisemne.

Autor tekstu: dr J¦drzej Garnek
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Analiza matury z 1908 roku

Niniejszy rozdziaª skupia¢ si¦ b¦dzie na analizie matury z 1908r.
Ka»dy z abiturientów miaª do wyboru jeden z trzech zestawów
zada«. Omówimy zestaw I, ten wybrany przez Paula Wegnera,
którego praca posªu»yªa nam za ¹ródªo tre±ci polece«. Zanim jed-
nak przejdziemy do rozwi¡za«, przedstawimy zawarto±¢ dwóch
pozostaªych zestawów.

Zestaw II

Zadanie 1
Obserwatorium astronomiczne w Pary»u le»y na 48◦50′13′′

szeroko±ci geogra�cznej póªnocnej oraz 2◦20′15′′ dªugo±ci
geogra�cznej wschodniej, a obserwatorium w Moskwie na
55◦45′20′′ szeroko±ci geogra�cznej póªnocnej oraz 37◦34′6′′

dªugo±ci geogra�cznej wschodniej. Jaka odlegªo±¢ w milach
geogra�cznych, mierzona po powierzchni Ziemi, dzieli oba
te miejsca?

Zadanie 2
Skonstruuj trójk¡t, maj¡c dane: s − c = 2 cm, ρ = 1 cm,
ρc = 2, 5 cm.

Zadanie 3
Korkowy walec o promieniu podstawy r ma zosta¢ na dªugo-
±ci przeci¦ty otworem w ±rodku w taki sposób, aby wsuni¦-
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ty w ten otwór oªowiany walec dokªadnie pasowaª. Caªo±¢,
po poªo»eniu na wodzie, ma zanurza¢ si¦ do poªowy. Jaki
promie« powinien mie¢ walec z oªowiu, je±li g¦sto±¢ korka
wynosi sk, a oªowiu so?

Zadanie 4
Jakie s¡ dªugo±ci stycznych poprowadzonych z punktu
P (2, 4) do punktów styczno±ci hiperboli o póªosi wielkiej
a = 4 i póªosi maªej b = 2?

Zestaw III

Zadanie 1
Rozwi¡» równanie

x5 − 11x4 + 36x3 − 36x2 + 11x− 1 = 0.

Zadanie 2
Z punktu P wycelowano w punkty A, B i C, znajduj¡ce si¦
wraz z punktem P w jednej pªaszczy¹nie. Odlegªo±ci mi¦dzy
punktami wynosz¡: AB = c, BC = a, CA = b. Punkty B
i C widziane z P le»¡ na jednej prostej, przy czym B jest
mi¦dzy P a C. Punkt A widziany z P znajduje si¦ pod k¡-
tem α wzgl¦dem B. Jak daleko znajduje si¦ P od B?

Zadanie 3
Korzystaj¡c ze wzoru Herona oblicz pole trójk¡ta danego
wierzchoªkami A(3, 2), B(6, 3), C(5, 8).

Zadanie 4
Osoba posiadaj¡ca kapitaª a marek, po»yczony przy rocznej
stopie procentowej p%, wypªaca z niego na koniec ka»dego
roku r marek na swoje potrzeby. Po ilu latach kapitaª zosta-
nie caªkowicie wyczerpany? (a = 20000, r = 2000, p = 4)
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Zestaw I

Zadanie 1
Ile nale»y doda¢ na koniec ka»dego roku do kapitaªu 3000
marek, aby w ci¡gu o±miu lat podwoiª si¦ on poprzez odsetki
skªadane przy stopie 4 12%?
�ródªo: [1, sygn. 235, str. 59�60, 65.], matura z 5.02.1908 r.

Rozwi¡zanie:
Aby rozwi¡za¢ problem, niezb¦dna jest znajomo±¢ wzorów na su-
m¦ n pierwszych wyrazów ci¡gu geometrycznego oraz na procent
skªadany.

Ci¡g geometryczny:

Ci¡g (an)n∈N nazywamy geometrycznym, je»eli iloraz
ka»dych dwóch kolejnych wyrazów jest staªy i niezerowy:

an+1
an
= q dla ka»dego n ∈ N.

Ci¡g taki jest zadany wzorem:

an = a1qn−1 gdzie n ∈ N.

Wzór na sum¦ n pierwszych wyrazów tego ci¡gu:

Sn =
{
a1
1−qn
1−q , q ̸= 1,

a1n, q = 1.

Procent skªadany:

Procent skªadany jest sposobem oprocentowania pieni¦»-
nego wkªadu, w którym odsetki za dany okres doliczane
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s¡ do wkªadu.

Kn = K
(
1 +

p

100k

)nk
,

gdzie K jest kapitaªem pocz¡tkowym, n latami oszcz¦-
dzania, p oprocentowaniem (w skali roku), k liczb¡
kapitalizacji w ci¡gu roku, natomiast Kn zgromadzonym
kapitaªem.

Procent skªadany (z uwzgl¦dnieniem dodawanej
kwoty):

Kn = K
(
1 +

p

100k

)nk
+ Sn,

gdzie Sn = a1 · 1−q
n

1−q jest sum¡ kwoty a1 dodawanej przez
n lat wraz z dziaªaj¡cym oprocentowaniem, przy czym
q =

(
1 + p

100k

)
dla powy»szych oznacze«.

Zauwa»my, »e z polecenia odczytamy nast¦puj¡ce dane: K =
3000 marek, n = 8 lat, k = 1, p = 4, 5% oraz K8 = 2 ·K = 6000
marek. Otrzymujemy wi¦c równanie:

6000 = 3000 (1 + 0, 045)8 + a1 ·
1− (1 + 0, 045)8

1− (1 + 0, 045)
.

St¡d wyliczamy szukane a1 ≈ 184, 83 marek. T¦ kwot¦ nale»y
doda¢ do kapitaªu, aby po o±miu latach zwi¦kszyª si¦ dwukrotnie.
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Komentarz do zadania:

Zwró¢my uwag¦ na fakt, »e powy»szy typ zadania nadal pojawia
si¦ w pewnej formie we wspóªczesnych arkuszach maturalnych.
Jednak»e obecnie, z reguªy, rozdziela si¦ zagadnienia dotycz¡ce
ci¡gu geometrycznego, np.

Trzywyrazowy ci¡g (27, 9, a−1) jest geometryczny. Liczba a
jest równa...
(zadanie zamkni¦te jednokrotnego wyboru, matura podsta-
wowa z matematyki 2023r.)

od tych zwi¡zanych z procentem skªadanym, np.

Kwot¦ 1000 zª ulokowano w banku na roczn¡ lokat¦ oprocen-
towan¡ w wysoko±ci 4% w stosunku rocznym. Po zako«cze-
niu lokaty od naliczonych odsetek odprowadzany jest podatek
w wysoko±ci 19%. Maksymalna kwota, jak¡ po upªywie roku
b¦dzie mo»na wypªaci¢ z banku, jest równa...
(zadanie zamkni¦te jednokrotnego wyboru, matura podsta-
wowa z matematyki 2015r.)

Ówcze±nie wskazany rodzaj zadania istniaª raczej jako zestawie-
nie obu tematów, co mo»na zobaczy¢ na przykªadach Dªug (Roz-
dziaª 2) oraz Mieszka«cy Jarocina (Rozdziaª 3).
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Zadanie 2
Kul¦ o promieniu r nale»y przeksztaªci¢ w sto»ek prosty
tak, aby jego powierzchnia boczna byªa m razy wi¦ksza od
podstawy. Jaki jest promie« podstawy i wysoko±¢ sto»ka?
�ródªo: [1, sygn. 235, str. 59, 61�62.], matura z 5.02.1908 r.

Rozwi¡zanie:

Sto»ek:

Sto»ek jest bryª¡ powstaª¡ przez obrót trójk¡ta prosto-
k¡tnego wokóª prostej zawieraj¡cej jedn¡ z jego przypro-
stok¡tnych. Prost¡ nazywamy osi¡ sto»ka, a zawarta w
niej przyprostok¡tna staje si¦ wysoko±ci¡ h sto»ka. Prze-
ciwprostok¡tn¡ trójk¡ta (oraz dowolny odcinek ª¡cz¡cy
wierzchoªek sto»ka z brzegiem podstawy) nazywamy two-
rz¡c¡ sto»ka l. Bryªa ma w podstawie koªo o promieniu r.

r

hl

l

r

2πr

Na pole powierzchni caªkowitej sto»ka skªada si¦ pole pod-
stawy, czyli pole koªa Pp = πr2 i pole powierzchni bocznej
Pb = πrl:

P = πr (r + l) .
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Obj¦to±¢ sto»ka mo»na obliczy¢ ze wzoru:

V =
1
3
Pph =

πr2h

3
.

Chcemy otrzyma¢ sto»ek o szczególnej wªasno±ci. Jego powierzch-
nia boczna ma by¢ m razy wi¦ksza od podstawy. Zatem zacho-
dzi¢ powinno:

Pb = mPp ⇒ πrl = mπr2.

St¡d otrzymujemy zale»no±¢ promienia oraz tworz¡cej sto»ka:

l = mr.

Twierdzenie Pitagorasa:

a

b

c

W dowolnym trójk¡cie prosto-
k¡tnym suma kwadratów dªugo-
±ci przyprostok¡tnych jest równa
kwadratowi dªugo±ci przeciwpro-
stok¡tnej.

a2 + b2 = c2.

Szukan¡ zadania jest wysoko±¢, któr¡ przy powy»szych danych
mo»emy wyznaczy¢ z twierdzenia Pitagorasa:

h =
√
l2 − r2 =

√
r2 (m2 − 1) = r

√
m2 − 1.

Aby w peªni rozwi¡za¢ problem, wystarczy znale¹¢ promie« pod-
stawy sto»ka r. Z polecenia odczytujemy, »e sto»ek powstaje z
przeksztaªcenia kuli. Wobec czego ich obj¦to±ci musz¡ by¢ iden-
tyczne, tzn. Vs = Vk.
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Kula:

r

Kula powstaje poprzez obrót do-
wolnego koªa wokóª jego ±rednicy
d = 2r. Powierzchni¦ kuli nazy-
wamy sfer¡. Pole kuli wyra»a si¦
wzorem:

P = 4πr2,

a jej obj¦to±¢:

V =
4
3
πr3.

Niech R b¦dzie promieniem kuli, wówczas:

1
3
πr2h =

4
3
πR3.

Po skróceniu i podstawieniu otrzymanego h, dostajemy:

r3
√
m2 − 1 = 4R3,

sk¡d bezpo±rednio:

r = R 3

√
4√
m2 − 1

.

Promie« podstawy szukanego sto»ka, powstaªego z kuli o pro-

mieniu R, wynosi: r = R 3

√
4√
m2−1 , natomiast jego wysoko±¢:

h = R 3
√
4(m2 − 1).
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Komentarz do zadania:

Powy»sze zadanie mogªoby znale¹¢ si¦ na kartach wspóªczesnej
matury. Powinien poradzi¢ sobie z nim ka»dy maturzysta pod-
chodz¡cy do matury rozszerzonej lub dobry ucze« zdaj¡cy matu-
r¦ podstawow¡ � pomijaj¡c tych, np. z 2022�2024 r., których nie
obowi¡zywaª materiaª z bryª obrotowych... Przykªadem zadania
tego typu, na jakie obecnie mo»na natra�¢ na maturze, jest np.
nast¦puj¡ce:

Dwa sto»ki o takich samych podstawach poª¡czono podsta-
wami w taki sposób jak na rysunku. Stosunek wysoko±ci tych
sto»ków jest równy 3:2. Obj¦to±¢ sto»ka o krótszej wysoko±ci
jest równa 12 cm3. Obj¦to±¢ bryªy utworzonej z poª¡czonych
sto»ków jest równa...

(zadanie zamkni¦te jednokrotnego wyboru, matura podsta-
wowa z matematyki 2020 r.)

Zadania o tematyce zbli»onej do omawianego znale¹¢ mo»na w
dalszej cz¦±ci ksi¡»ki w Rozdziaªach 12 oraz 21.
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Zadanie 3
Rozwi¡» trójk¡t maj¡c dane ρ, ρc, γ.
�ródªo: [1, sygn. 235, str. 59, 62�64.], matura z 5.02.1908 r.

Uwaga: Poprzez polecenie �rozwi¡» trójk¡t� rozumiemy wyzna-
czenie dªugo±ci boków trójk¡ta poprzez dane ρ, ρc oraz γ.

Rozwi¡zanie:
Zacznijmy od wyja±nienia oznacze« z polecenia: ρ oznacza pro-
mie« okr¦gu wpisanego w dany trójk¡t, ρc to promie« okr¦gu
dopisanego do boku naprzeciwko k¡ta γ. Przyjmijmy oznaczenia
z poni»szego rysunku: a, b, c s¡ szukanymi dªugo±ciami boków
trójk¡ta, γ oznacza k¡t przy wierzchoªku C, α przy A, β przy B.
Zaªó»my bez straty ogólno±ci, »e a  b (wówczas α  β).

B A

C

β α

γ

ρ ba

c

Wiemy, »e pomi¦dzy danymi promieniami zachodzi zale»no±¢:

ρ = ρc

(
1− c
p

)
,

gdzie p = a+b+c2 jest poªow¡ obwodu trójk¡ta.
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A B

C

α β

γ

ρ

ab

c

ρc

Funkcje trygonometryczne:

Funkcje trygonometryczne danego k¡ta ostrego α w trój-
k¡cie prostok¡tnym de�niuje si¦ jako stosunek dªugo±ci
odpowiednich dwóch boków tego trójk¡ta.
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a

b

c

α

β

Sinus (ozn. sin) to stosunek przyprostok¡tnej a, le»¡cej
naprzeciw k¡ta α, do przeciwprostok¡tnej c, tzn.:

sinα =
a

c
.

Cosinus (ozn. cos) to stosunek przyprostok¡tnej b, le»¡-
cej przy k¡cie α, do przeciwprostok¡tnej c, tzn.:

cosα =
b

c
.

Tangens (ozn. tg lub tan) to stosunek przyprostok¡t-
nej a, le»¡cej naprzeciw k¡ta α, do przyprostok¡tnej b,
le»¡cej przy k¡cie α, tzn.:

tgα =
a

b
.

Wzory poªówkowe:

Dla dowolnego trójk¡ta, znaj¡c dªugo±ci jego boków, mo-
»emy zapisa¢ poni»sze relacje:

tg
α

2
=

√
(p− b) (p− c)
p (p− a)

,

tg
β

2
=

√
(p− a) (p− c)
p (p− b)

,

tg
γ

2
=

√
(p− a) (p− b)
p (p− c)

.
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Okr¡g wpisany w trójk¡t:

�rodek okr¦gu wpisanego w trójk¡t le»y na przeci¦ciu
dwusiecznych trójk¡ta.

A B

C

ρ

Promie« okr¦gu wpisanego w trójk¡t wyra»a si¦ wzorem:

ρ =

√
(p− a)(p− b)(p− c)

p
,

gdzie p jest poªow¡ obwodu danego trójk¡ta.

Korzystaj¡c z powy»szej postaci ρ, ªatwo zauwa»y¢, »e wzór po-
ªówkowy dla γ przybiera posta¢:

tg
γ

2
=
ρ

p− c
.

Podstawiaj¡c wcze±niej wskazan¡ zale»no±¢, otrzymujemy rów-
nie»:

tg
γ

2
=
ρc

(
1− cp

)
p− c

=
ρc
p
.

Dostali±my ukªad równa«, z którego przeksztaªcenia mamy:{
p− c = ρ

tg γ2
p = ρc

tg γ2

Podstawiaj¡c p = a+b+c2 , uzyskujemy:{
a+ b− c = 2ρ

tg γ2
a+ b+ c = 2ρc

tg γ2
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Dodaj¡c i odejmuj¡c stronami, otrzymujemy:{
a+ b = ρ+ρctg γ2
c = ρc−ρtg γ2

Zauwa»my, »e bok c jest ju» wyznaczony przy pomocy danych.
Pozostaªo znale¹¢ zale»no±ci dla a i b.

Twierdzenie sinusów:

W dowolnym trójk¡cie na pªaszczy¹nie iloraz dªugo±ci do-
wolnego boku i sinusa k¡ta naprzeciw tego boku jest staªy
i równy dªugo±ci ±rednicy okr¦gu opisanego na trójk¡cie,
tzn.:

a

sinα
=
b

sinβ
=
c

sin γ
= 2R,

gdzie R jest dªugo±ci¡ promienia okr¦gu opisanego na tym
trójk¡cie.

R
a

α

b

β
c

γ

Z twierdzenia sinusów i faktu, »e β = 180◦−α−γ, otrzymujemy:

a =
c · sinα
sin γ

oraz b =
c · sinβ
sin γ

=
c · sin (180◦ − α− γ)

sin γ
.
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Wzory Mollweidego:

W dowolnym trójk¡cie speªnione s¡ to»samo±ci:

a+ b
c

=
cos
(
α−β
2

)
sin γ2

,

a− b
c

=
sin
(
α−β
2

)
cos γ2

.

Przypomnijmy, »e wyznaczyli±my ju» sum¦:

a+ b =
ρ+ ρc
tg γ2

.

Skorzystajmy ze wzorów Mollweidego:

sin γ2

(
ρ+ρc
tg γ2

)
c

= cos
(
α− β
2

)
.

Arcus cosinus:

To funkcja odwrotna do funkcji cosinus rozpatrywanej na
przedziale [0, π]. Oznacza to, »e:

arccos (cosα) = α.

Obustronnie bierzemy arcus cosinus (korzystaj¡c z tego, »e αβ):

arccos

 sin γ2
(
ρ+ρc
tg γ2

)
c

 = α− β
2
.

Podstawiamy β = 180◦ − α− γ:

2 arccos
(
sin γ2 · (ρ+ ρc)
c · tg γ2

)
= 2α− 180◦ + γ.
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Ostatecznie α wyra»a si¦ poprzez:

α = arccos
(
sin γ2 · (ρ+ ρc)
c · tg γ2

)
+ 90◦ − γ

2
.

Wobec czego boki trójk¡ta dane s¡ wzorami:

a =
c · sin

(
arccos

(
sin γ2 ·(ρ+ρc)
c·tg γ2

)
+ 90◦ − γ2

)
sin γ

,

b =
c · sin

(
90◦ − arccos

(
sin γ2 ·(ρ+ρc)
c·tg γ2

)
− γ2

)
sin γ

,

c =
ρc − ρ
tg γ2

.

To ko«czy zadanie.

Komentarz do zadania:

Jednym z nieaktualnych ju» zwyczajów w nauczaniu matematyki
byªo �rozwi¡zywanie trójk¡tów�. Mo»na by rzec, »e zagadnienie
to stanowiªo odr¦bny dziaª planimetrii. Powy»sze zadanie jest
godnym reprezentantem tego zjawiska. Analogiczne zadania wy-
st¡piªy w zestawach II (zadanie 2 ) i III (zadanie 3 ) tej»e matury.
Ponadto tendencj¦ t¦ mo»na zobaczy¢ równie» w zadaniach Trój-
k¡t z zadanym k¡tem (patrz Rozdziaª 6) oraz Odlegªo±¢ N od B
(patrz Rozdziaª 9). Trend przetrwaª do lat sze±¢dziesi¡tych XX
wieku. Czytelników chc¡cych zagª¦bi¢ si¦ w tematyk¦ �rozwi¡-
zywania trójk¡tów� zach¦camy do lektury ksi¡»ki Wªadysªawa
Wojtowicza, Bronisªawa Bieleckiego i Mieczysªawa Czy»ykow-
skiego, pt. �Trygonometria dla klas X i XI�[4], w której z du-
»¡ szczegóªowo±ci¡ opisane zostaªy trygonometryczne zale»no±ci
wskazuj¡ce zwi¡zki poszczególnych elementów trójk¡ta oraz te
stosowane do ich oblicze«. Dla wi¦kszo±ci przypadków technika
rozwi¡zania zostaªa zalgorytmizowana. Powy»sze zadanie mogªo-
by sprawi¢ trudno±ci wspóªczesnym uczniom, jednak»e abiturien-
ci podchodz¡cy do matury sprzed wieku winni byli ow¡ metodyk¦
dogª¦bnie zna¢.
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Zadanie 4
Soczewka dwuwypukªa tworzy obraz przedmiotu znajduj¡-
cego si¦ w odlegªo±ci a = 50cm w odlegªo±ci b = 15cm od
niej. Jak du»y jest jeden promie« krzywizny soczewki, je±li
drugi wynosi p = 10cm, a wspóªczynnik zaªamania µ = 32?
�ródªo: [1, sygn. 235, str. 59�60, 64, 66.], matura z 5.02.1908 r.

Rozwi¡zanie:

Soczewka dwuwypukªa:

To soczewka wypukªa, ograniczona z obu stron powierzch-
niami kulistymi wypukªymi, co ilustruje poni»szy rysu-
nek.

Poza omawianym przykªadem, istniej¡ inne rodzaje so-
czewek wypukªych, jak pªasko�wypukªa czy wkl¦sªo�
wypukªa. Soczewki wypukªe (w powietrzu) s¡ skupia-
j¡ce, tzn. dzi¦ki swojemu ksztaªtowi skupiaj¡ wszystkie
promienie ±wiatªa rozchodz¡ce si¦ równolegle do jej osi
optycznej w jednym punkcie, nazywanym ogniskiem so-
czewki F , na osi optycznej po przeciwnej stronie soczew-
ki. Odlegªo±¢ od ±rodka soczewki do jej ogniska nazywana
jest ogniskow¡ f .
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F

o± optyczna

f

Soczewk¦ zde�niujemy jako cienk¡, je»eli jej grubo±¢ jest
znacz¡co mniejsza ni»eli promienie krzywizny obu po-
wierzchni zaªamuj¡cych. Wówczas uznaje si¦, »e promie-
nie s¡ zaªamywane przez soczewk¦ tylko raz.

o± optyczna

R1 R2

F

f

Zdolno±¢ skupiaj¡ca soczewki Z (przez optyków zwa-
na moc¡ optyczn¡) zale»y od promienia krzywizn obu po-
wierzchni R1, R2 oraz od wspóªczynników zaªamania ma-
teriaªu, z którego wykonana jest soczewka ns, oraz otocze-
nia, w którym soczewka si¦ znajduje no. Zgodnie z kon-
wencj¡ � promie« jest dodatni dla powierzchni wypukªej
(dla wkl¦sªej przyj¦liby±my przeciwnie � ujemny).

Z =
1
f
=
(
ns
no
− 1
)(
1
R1
+
1
R2

)
.
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Zdolno±¢ skupiaj¡ca soczewki jest odwrotno±ci¡ ognisko-
wej, jej jednostk¡ podstawow¡ jest 1

m , czyli dioptria.
Powy»szy wzór czasem nazywany jest wzorem soczewko-
wym.

Równanie soczewki okre±la zale»no±¢ pomi¦dzy odle-
gªo±ci¡ przedmiotu od soczewki x a odlegªo±ci¡ jego ob-
razu otrzymanego w tej soczewce y.

1
f
=
1
x
+
1
y
.

W poleceniu zadania nie podano wspóªczynnika zaªamania ota-
czaj¡cego soczewk¦ o±rodka. Wobec czego przyjmujemy, »e znaj-
duje si¦ ona w powietrzu, dla którego no ≈ 1. Skorzystamy zatem
ze wzoru:

1
f
= (µ− 1)

(
1
p
+
1
R

)
,

gdzie µ jest wspóªczynnikiem zaªamania materiaªu, z którego wy-
konana jest soczewka, p podanym promieniem krzywizny, R szu-
kan¡ zadania, czyli drugim promieniem krzywizny. Ze wzgl¦du na
brak informacji o ogniskowej, skorzystamy z równania soczewki,
gdzie a jest odlegªo±ci¡ przedmiotu, a b jego obrazu:

1
f
=
1
a
+
1
b
.

Mamy zatem:

(µ− 1)
(
1
p
+
1
R

)
=
1
a
+
1
b
.

Po podstawieniu danych otrzymujemy:(
3
2
− 1
)(
1
10
+
1
R

)
=
1
50
+
1
15
.

Z równania wyznaczamy szukan¡ R:

R =
150
11
= 13

7
11
[cm] .
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Podsumowanie:

Dawne nauczanie matematyki koncentrowaªo si¦ nie tylko na na-
uce teorii, ale i na zastosowaniach. Próbowano dokona¢ korelacji
matematyki z innymi przedmiotami szkolnymi, jak �zyk¡ czy
geogra�¡ (patrz np. zadania z Cz¦±ci V oraz VI). Wspóªcze±nie
zagadnienia wykraczaj¡ce poza zakres matematyki pojawiaj¡ si¦
na maturze sporadycznie, wnosz¡c jedynie ciekawy kontekst do
zadania, np.

Skala Richtera sªu»y do okre±lania siªy trz¦sie« ziemi. Siªa
ta opisana jest wzorem R = log AA0 , gdzie A oznacza am-
plitud¦ trz¦sienia wyra»on¡ w centymetrach, A0 = 10−4cm
jest staª¡, nazywan¡ amplitud¡ wzorcow¡. 5 maja 2014 roku
w Tajlandii miaªo miejsce trz¦sienie ziemi o sile 6, 2 w ska-
li Richtera. Oblicz amplitud¦ trz¦sienia ziemi w Tajlandii i
rozstrzygnij, czy jest ona wi¦ksza, czy � mniejsza od 100cm.
(matura podstawowa z matematyki 2016 r.)

Problemy w peªni skupione na innych dziedzinach, wymagaj¡ce
zrozumienia ich problematyki, pojawiaj¡ si¦ w ramach tematycz-
nych matur rozszerzonych.

Powy»sze zadania, jak i te znajduj¡ce si¦ w przekroju caªej publi-
kacji, mog¡ okaza¢ si¦ wyzwaniem dla wspóªczesnego abiturienta.
Do tematów, które nie s¡ obecnie omawiane na lekcjach mate-
matyki i tym samym nie obowi¡zuj¡ na maturze, nale»y m.in.
geometria sferyczna, omawiana przez nas w Cz¦±ci V ksi¡»ki.
Zwró¢my jednak uwag¦, »e zadania przez nas rozpatrywane po-
wstaªy ok. 120 lat temu. Matematyka nauczana w szkoªach obej-
mowaªa tematy tycz¡ce si¦ wi¦kszo±ci najwa»niejszych osi¡gni¦¢
z dziedziny tej nauki do XIX wieku. Kombinatoryka czy rachu-
nek prawdopodobie«stwa, których najwi¦kszy rozwój nast¡piª w
wieku XX, nie wchodziªy w ten zakres, natomiast zagadnienia ich
dotycz¡ce spotykane s¡ obecnie, w swojej najprostszej postaci,
zarówno na maturze podstawowej, jak i rozszerzonej, np.
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Wszystkich liczb naturalnych pi¦ciocyfrowych, w których za-
pisie dziesi¦tnym wyst¦puj¡ tylko cyfry 0, 5, 7 (np. 57075,
55555), jest...
(zadanie zamkni¦te jednokrotnego wyboru, matura podsta-
wowa z matematyki 2023 r.)

Dany jest pi¦cioelementowy zbiór K = {5, 6, 7, 8, 9}. Wylo-
sowanie ka»dej liczby z tego zbioru jest jednakowo prawdo-
podobne. Ze zbioru K losujemy ze zwracaniem kolejno dwa
razy po jednej liczbie i zapisujemy je w kolejno±ci losowa-
nia. Oblicz prawdopodobie«stwo zdarzenia A polegaj¡cego na
tym, »e suma wylosowanych liczb jest liczb¡ parzyst¡. Zapisz
obliczenia.
(matura podstawowa z matematyki 2024 r.)

Ponadto, mimo »e poj¦cie granicy ci¡gu byªo wówczas znane,
to obowi¡zuj¡ca do dzi± jej de�nicja, pochodz¡ca od Bernarda
Bolzano i Karla Weierstrassa, zostaªa rozpowszechniona dopiero
w czasach wspóªczesnych dla naszych abiturientów, wobec czego
nie obowi¡zywaªa na ówczesnym egzaminie maturalnym, nato-
miast wyst¦puje na obecnych w zakresie matury rozszerzonej,
np.

Oblicz granic¦ limx→2−
x3−8
(x−2)2 . Zapisz obliczenia.

(matura rozszerzona z matematyki 2024 r.)

Mo»na zakªada¢, »e powy»sze tematy stanowiªyby problem b¡d¹
co najmniej zaskoczenie dla naszych przodków podchodz¡cych
do ich rozwi¡zania.

Mówi¡c o maturach sprzed wieku, nale»y zwróci¢ uwag¦ nie tylko
na ró»nice w ich przebiegu czy zakresie obowi¡zuj¡cego materia-
ªu, ale i na liczb¦ podchodz¡cych do niej uczniów! W roku 1908,
zgodnie z danymi pochodz¡cymi ze Sprawozdania rocznego za
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rok szkolny 1907/08, str. 27 (patrz [1, sygn. 56]) do egzaminu
przyst¡piªo 10 abiturientów: Czesªaw Chmielewski, Ludwik Ja-
rosz, Roman Konkiewicz, Martin Krawczak, Friedrich Wilhelm
Kritzinger, Kurt Leon, Benno Marohn, Czesªaw Obarski, Broni-
sªaw Robowski, Paul Wegner. Ka»dy z nich zdaª � ponadto, przy
niektórych nazwiskach zostaªa umieszczona adnotacja, mówi¡ca
o zwolnieniu z egzaminu ustnego! Niestety w kontek±cie tej publi-
kacji nie dysponujemy peªnymi danymi o zdawalno±ci egzaminu
maturalnego z badanych lat, w obr¦bie aktualnych granic Pol-
ski, ani wynikami egzaminów polskich maturzystów w ramach
ka»dego z zaborów. Przedstawiamy wi¦c jedynie statystyki doty-
cz¡ce przyst¡pie« do matury w omawianej przez nas placówce.
Poprzez O rozumiemy Ostern, czyli termin wielkanocny, M ozna-
cza Michaelis, tzn. termin ±wi¦tomichalski, H to Herbst � termin
jesienny, obowi¡zuj¡cy jeden raz. W roku 1915, ze wzgl¦du na
wojn¦, odbyªy si¦ terminy awaryjne � letni (AL) oraz zimowy
(AZ), miaª miejsce równie» jeden termin wielkanocny.

O 1892 � 10 O 1894 � 7 M 1895 � 9 O 1895 � 9
M 1896 � 1 O 1897 � 8 O 1898 � 7 O 1899 � 9
O 1901 � 7 O 1902 � 6 O 1903 � 7 O 1904 � 8
O 1905 � 9 O 1906 � 12 H 1906 � 2 O 1907 � 11
O 1908 � 10 O 1909 � 17 M 1909 � 4 O 1910 � 11
O 1911 � 21 M 1911 � 1 O 1912 � 11 O 1913 � 14
O 1914 � 19 AL 1915 � 17 AZ 1915 � 1 O 1915 � 2

Autorka tekstu i rozwi¡za«: Adrianna Smoli«ska
Opieka merytoryczna: dr J¦drzej Garnek (zadania 1, 2, 3),
prof. UAM dr hab. Wojciech Dybalski (zadanie 4).
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Cz¦±¢ II

Algebra
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1
Przybli»enie pierwiastka

Korzystaj¡c z twierdzenia o dwumianie, obliczy¢ liczb¦ 5
√
33 z

dokªadno±ci¡ do 5 miejsc po przecinku.
�ródªo: [1, sygn. 181, str. 60 � 61], matura z 15.02.1898

Tre±¢ zadania napisana przez zdaj¡cego � Ksawerego Zakrzew-
skiego, pó¹niejszego wspóªtwórc¦ wielkopolskiego harcerstwa

Rozwi¡zanie:

Wzór dwumianowy:

Pozwala na obliczenie n-tej pot¦gi sumy dwóch wyra»e«
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Przybli»enie pierwiastka

algebraicznych. Mianowicie:

(x+ y)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
xn−kyk,

gdzie n ∈ N, za± (
n

k

)
=

n!
k!(n− k)!

to tzw. symbol Newtona. Wzór ten mo»na uogólni¢ do
przypadku, gdy n ∈ R. Dostajemy wówczas nast¦puj¡cy
wzór dla |y| < 1:

(1 + y)r =
∞∑
k=0

(
r

k

)
yk,

gdzie (
r

k

)
=
r(r − 1) . . . (r − k + 1)

k!
.

Zauwa»my, »e prawa strona tego wzoru jest szeregiem,
czyli (w uproszczeniu) sum¡ niesko«czon¡.

Skorzystamy z powy»szego wzoru dwumianowego dla r = 15 :

5
√
33 = 5

√
1 + 32 = (1 + 32)

1
5 = 2 ·

(
1 +
1
32

) 1
5

= 2 ·
∞∑
k=0

( 1
5
k

)
1
32k
= 2 ·

(
1 +

1
5 · 32

+ . . .

+
1
5 (
1
5 − 1)(

1
5 − 2)(

1
5 − 3)(

1
5 − 4)

5! · 325
+ . . .

)
= 2 ·

(
1 +

1
160
− 4
51200

+ . . .+
9576

12582912000000
− . . .

)
≈ 2 · 1, 0061733085613250732421875
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Przybli»enie pierwiastka

= 2, 012346617122650146484375

≈ 2, 01235.

Spójrzmy na przybli»enie obliczone za pomoc¡ kalkulatora:

5
√
33 ≈ 2, 01235.

Otrzymany wynik jest poprawnym przybli»eniem!

Przy wykonywaniu powy»szych oblicze« nasuwa si¦ jednak na-
turalne pytanie: ile pierwszych wyrazów szeregu nale»y doda¢,
aby otrzyma¢ odpowiednie przybli»enie? Aby poda¢ przybli»e-
nie z dokªadno±ci¡ do pi¦ciu miejsc po przecinku, powinni±my
mie¢ w miar¦ dobre oszacowanie na szóste miejsce po przecinku.
Je±li bª¡d naszego przybli»enia b¦dzie mniejszy od 10−5, to mo»e
si¦ zdarzy¢, »e wyniesie on 9

106 , co wpªynie na zªe zaokr¡glenie
pi¡tego miejsca po przecinku. Przy bª¦dzie przybli»enia mniej-
szym od 10−6, szansa na bª¦dne przybli»enie jest du»o mniejsza.
Obliczmy zatem, dla jakiej liczby naturalnej a bª¡d przybli»enia∣∣∣∣∣2

∞∑
k=a

( 1
5
k

)
1
32k

∣∣∣∣∣
jest mniejszy od 10−6. Wykorzystamy w tym celu wzór na sum¦
szeregu geometrycznego.

Suma szeregu geometrycznego:

Szeregiem geometrycznym nazywamy szereg, którego
skªadniki tworz¡ ci¡g geometryczny (patrz strona 31),
tzn. szereg postaci

∞∑
n=0

aqn,

gdzie a, q ∈ R. Ze wzoru na sum¦ n pierwszych wyrazów
ci¡gu geometrycznego wynika, »e szereg ten jest zbie»ny,
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Przybli»enie pierwiastka

gdy |q| < 1 oraz

∞∑
n=0

aqn =
a

1− q
.

Poniewa» dla k > 0 mamy∣∣∣∣( 15k
)∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ 15 ( 15 − 1) · . . . · ( 15 − (k − 1))k!

∣∣∣∣
=
1
5
·
(1− 15 )(2−

1
5 ) · . . . · (k − 1−

1
5 )

1 · 2 · . . . · (k − 1)
· 1
k

<
1
5k
¬ 1
5
,

wi¦c∣∣∣∣∣2
∞∑
k=a

( 1
5
k

)
1
32k

∣∣∣∣∣ ¬
∞∑
k=a

∣∣∣∣( 15k
)
1
32k

∣∣∣∣
¬ 2

∞∑
k=a

1
5
· 1
32k
= 2

∞∑
k=0

(
1
5
· 1
32a
· 1
32k

)
=
2
5
· 1
32a
· 1
1− 1

32

=
2
5
· 32
32a · 31

=
2

5 · 31 · 32a−1
.

Bª¡d przybli»enia jest mniejszy od 10−6 wtedy i tylko wtedy, gdy

2
5 · 31 · 32a−1

<
1
106
.

Podstawiamy za a kolejne liczby naturalne do momentu, gdy po-
wy»sza nierówno±¢ b¦dzie speªniona. W szczególno±ci dostajemy

a = 3 :
2

5 · 31 · 323−1
=
1
79360

>
1
106
,

a = 4 :
2

5 · 31 · 324−1
=

1
2539520

<
1
106
.
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Przybli»enie pierwiastka

Pokazuje to, »e otrzymane wcze±niej przybli»enie do pi¡tego miej-
sca po przecinku byªo poprawne, aczkolwiek wystarczyªo doda¢
tylko pierwsze cztery wyrazy szeregu (dla k < 4). Skoro z do-
kªadno±ci¡ do ±10−6 mamy

5
√
33 ≈ 2

3∑
k=0

( 1
5
k

)
1
32k
= 2

(
1 +

1
160
− 4
51200

+
3

2048000

)
= 2 · 1, 00617333984375 = 2, 0123466796875,

to szukane przybli»enie wynosi 5
√
33 ≈ 2, 01235.

Bez narzuconej metody, wspóªcze±nie podeszliby±my do proble-
mu nieco inaczej.

Szereg Taylora:

To szereg pot¦gowy postaci

f(x) = f(x0) +
f ′(x0)
1!
(x− x0) +

f ′′(x0)
2!
(x− x0)2 + . . .

+
f (k)(x0)
k!

(x− x0)k + . . .

=
∞∑
n=0

f (n)(x0)
n!

(x− x0)n ,

gdzie f (k)(x0) oznacza k-t¡ pochodn¡ funkcji f w punkcie
x0, który jest punktem z dziedziny funkcji. Funkcja jest
rozwijalna w szereg Taylora w punkcie x0, gdy posiada
pochodne ka»dego rz¦du w tym punkcie. Je»eli x0 = 0, to
szereg nazywamy szeregiem Maclaurina.

Twierdzenie Taylora:

Je±li f : (a, b)→ R jest funkcj¡ (k+1)�krotnie ró»niczko-
waln¡ na przedziale (a, b), to pomi¦dzy dowolnymi punk-
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Przybli»enie pierwiastka

tami x, x0 ∈ (a, b) le»y punkt c, dla którego zachodzi

f(x) = f(x0) +
f ′(x0)
1!
(x− x0) +

f ′′(x0)
2!
(x− x0)2 + . . .

+
f (k)(x0)
k!

(x− x0)k +
f (k+1)(c)
(k + 1)!

(x− x0)k+1 .

Podstawowe wzory na pochodne:

� a′ = 0 dla a ∈ R,

� x′ = 1,

� (xn)′ = nxn−1 dla n ∈ R \ {0, 1}.

Liniowo±¢ pochodnej:

Dla dowolnych staªych a, b oraz funkcji ró»niczkowalnych
(czyli takich, dla których istnieje pochodna) f oraz g
prawdziwy jest wzór:

(af + bg)′ = af ′ + bg′.

W celu przybli»enia pierwiastka skorzystamy z kilku pierwszych
skªadników rozwini¦cia funkcji f(x) = 5

√
x w szereg Taylora.

Podstawmy x = 33 i x0 = 32. To, ile skªadników powinni±my
wzi¡¢, wywnioskujemy z twierdzenia Taylora: szukamy k o tej
wªasno±ci, »e dla wszystkich c ∈ (32, 33) mamy∣∣∣∣f (k+1)(c)(k + 1)!

(x− x0)k+1
∣∣∣∣ < 1106 ,

to znaczy, bior¡c x = 33, x0 = 32, otrzymujemy∣∣∣∣f (k+1)(c)(k + 1)!

∣∣∣∣ < 1106 .
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Przybli»enie pierwiastka

Policzmy kolejne pochodne funkcji f(x) = 5
√
x = x

1
5 :

f ′(x) =
1
5
x−

4
5 ,

f ′′(x) = −1
5
· 4
5
x−

9
5 ,

f ′′′(x) =
1
5
· 4
5
· 9
5
x−

14
5 .

�atwo zauwa»y¢, »e wzór na k�t¡ pochodn¡ przyjmuje posta¢

f (k)(x) =
1
5

(
1
5
− 1
)(
1
5
− 2
)
· . . . ·

(
1
5
− k + 1

)
x
1
5−k.

Zatem

f (k+1)(c)
(k + 1)!

=
1
5

(
1
5 − 1

) (
1
5 − 2

)
· . . . ·

(
1
5 − k

)
c
1
5−k−1

(k + 1)!
.

Otrzymali±my niemal to samo wyra»enie, co wcze±niej! Poniewa»∣∣∣∣f (k+1)(c)(k + 1)!

∣∣∣∣ ¬ c 15−k−15(k + 1)
=

c
1
5

5(k + 1)ck+1
<

3
5(k + 1)32k+1

,

wi¦c wystarczy znale¹¢ liczb¦ naturaln¡ k, dla której

3
5(k + 1)32k+1

<
1
106
.

Widzimy, »e

dla k = 2 :
3

5 · 3 · 323
=

1
163840

>
1
106
,

dla k = 3 :
3

5 · 4 · 324
=

3
20971520

<
1
106
.

Zatem

5
√
33 ≈ 5

√
32 +

1
5 · 32

− 45

1!
(33− 32)−

4
25 · 32

− 95

2!
(33− 32)2

+
36
125 · 32

− 145

3!
(33− 32)3
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Przybli»enie pierwiastka

= 2 +
1
5
· 1
24
− 2
25
· 1
29
+
6
125
· 1
214

= 2, 0123466796875.

Tym sposobem otrzymujemy przybli»enie:

5
√
33 ≈ 2, 01235.

Autorka rozwi¡zania: Adrianna Smoli«ska
Opieka merytoryczna: dr Jolanta Marzec�Ballesteros
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Przybli»enie pierwiastka

Sylwetka abiturienta: Ksawery Za-
krzewski, ur. 15 lutego 1876 r. w maj¡t-
ku Weªna (obecnie Go±linowo) koªo Gnie-
zna. Matur¦ zdawaª w 1898 r. Studia me-
dyczne odbywaª w Lipsku i Würzburgu.
Od 1905 r. prowadziª praktyk¦ lekarsk¡ w
Poznaniu. Spoªecznik, dziaªacz niepodle-
gªo±ciowy, naczelnik pozna«skiego �Soko-
ªa�, wspóªtwórca wielkopolskiego harcer-
stwa. Zmarª 18 listopada 1915 r. w Pozna-
niu.

Fragment rozwi¡zania Ksawerego Zakrzewskiego

Komentarz nauczyciela: �Niezdarne! �atwiej pisa¢ w systemie
dziesi¦tnym!� (przetªumaczone z j¦zyka niemieckiego)
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2
Dªug

Kto± po»ycza 10000 marek. Jak du»y b¦dzie jego dªug po n =
20 latach, je±li nadal musi po»ycza¢ r1 = 200 marek na koniec
ka»dego roku w pierwszych n4 latach, ale mo»e spªaca¢ r2 = 500
marek pod koniec ka»dego roku przez pozostaªe 34n lat, przy
rocznej stopie procentowej p = 5%?
�ródªo: [1, sygn. 160, str. 38�39, 45�46], matura z 5.02.1896 r.,

termin wielkanocny

Rozwi¡zanie:
Zaczynamy od obliczenia, ile wyniesie dªug po n4 =

20
4 = 5 la-

tach. Kapitaª ko«cowy (bez uwzgl¦dnienia 200 marek po»yczki
na koniec ka»dego roku) obliczamy ze wzoru na roczn¡ kapitali-
zacj¦ odsetek pom latach (patrz str. 31) przy danychK = 10000
- kapitaª pocz¡tkowy, p = 5% = 0, 05 - roczna stopa procentowa,
m = 5 - liczba lat:

K5 = 10000 · 1, 055.

Nast¦pnie korzystamy ze wzoru na sum¦ m pierwszych wyrazów
ci¡gu geometrycznego (patrz str. 31), aby wyliczy¢, jak na dªug
wpªyn¦ªo dodatkowe 200 marek po»yczane na koniec ka»dego
roku. U nas m = 5, a1 = r1 = 200, q = 1, 05. Podstawiaj¡c te
dane do wzoru, otrzymujemy

S5 = 200 · 1−1,05
5

1−1,05 .
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Dªug

Pozostaªo ju» tylko zsumowa¢ obie liczby, aby otrzyma¢ dªug po
5 latach:

K5 + S5 = 10000 · 1, 055 + 200 · 1−1,05
5

1−1,05 .

Jest to nasz nowy kapitaª pocz¡tkowy.
Przechodzimy teraz do obliczenia wielko±ci dªugu po kolejnych
3
4n =

3
4 · 20 = 15 latach. Korzystamy z tego samego wzoru na

roczn¡ kapitalizacj¦ odsetek przy danychK = K5+S5, p = 0, 05,
m = 15:

K15 =
(
10000 · 1, 055 + 200 · 1−1,05

5

1−1,05

)
· 1, 0515.

Ze wzoru na sum¦ 15 wyrazów ci¡gu geometrycznego o ilorazie
1, 05 oraz a1 = r2 = 500 wyliczamy zysk wynikaj¡cy ze spªaty
500 marek na koniec ka»dego roku:

S15 = 500 · 1−1,05
15

1−1,05 .

Na koniec odejmujemy ten wynik od K15:

K15 − S15 =
(
10000 · 1, 055 + 200 · 1− 1, 05

5

1− 1, 05
)
· 1, 0515

− 500 · 1− 1, 05
15

1− 1, 05
= 18041, 17[marek].

Autorka rozwi¡zania: Klaudia Piwowarczyk
Opieka merytoryczna: dr Piotr Mizerka

Sylwetka abiturienta: Eduard Wolfgang Wendor�, ur.
28 sierpnia 1876 r. w Zdziechowie pow. Gniezno. Matur¦
zdawaª w gnie¹nie«skim gimnazjum w 1896 r. Przez krótki
czas studiowaª prawo. W powiecie gnie¹nie«skim posiadaª
maj¡tki w Zdziechowie, Mielnie i Modliszewie, dodatkowo
dzier»awiª maj¡tek w Pomorzanowicach w ówczesnym pow.
wschodniopozna«skim. Przed 1907 r. organizowaª wyprawy
na Cejlon i w Himalaje. Zmarª 4 grudnia 1931 r.
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3
Mieszka«cy Jarocina

Populacja Jarocina wzrosªa w okresie od 1 grudnia 1900 do 1905
roku z 4355 do 5107 mieszka«ców. Jak liczna b¦dzie ludno±¢
miasta po 20 latach w dniu 1 grudnia 1925, je±li wzrost w tym
czasie nast¡pi wedªug tego samego procenta, a ponadto rocznie
b¦dzie napªywa¢ 15 osób?
�ródªo: [1, sygn. 227, str. 52], matura z 14.02.1906 r.

Rozwi¡zanie:
Ukªadamy równanie z wykorzystaniem wzoru na roczn¡ kapi-
talizacj¦ odsetek po m latach (patrz str. 31) w celu obliczenia,
wedªug jakiego procenta dotychczas nast¦powaª wzrost ludno±ci.
Nasze dane: m = 1905 − 1900 = 5 � liczba lat, K = 4355 �
pocz¡tkowa liczba ludno±ci, K5 = 5107 � liczba ludno±ci po 5
latach. Otrzymujemy:

4355 · (1 + p)5 = 5107.

Wyznaczamy p ze wzoru:

p = 5

√
5107
4355 − 1.

Nast¦pnie korzystamy z tego samego wzoru, aby policzy¢, jak
wzro±nie ludno±¢ miasta po 20 latach (bez uwzgl¦dnienia tego,
»e rocznie napªywa 15 osób). Nasze dane: m = 20 � liczba lat,

K = 5107 � liczba ludno±ci w dniu 1 grudnia 1905, p = 5

√
5107
4355−1

� roczna stopa procentowa. Uzyskujemy:
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Mieszka«cy Jarocina

K20 = 5107 · 5
√
5107
4355

20
= 5107 ·

(
5107
4355

)4
.

W celu policzenia, jak na liczb¦ ludno±ci Jarocina wpªynie do-
datkowych 15 osób napªywaj¡cych rocznie, korzystamy ze wzoru
na sum¦ m wyrazów ci¡gu geometrycznego (patrz str. 31). U nas

m = 20, a1 = 15, q = 5

√
5107
4355 . Podstawiamy te dane do wzoru i

otrzymujemy:

S20 = 15 ·
1− 5
√
5107
4355

20

1− 5
√
5107
4355

= 15 · 1−(
5107
4355 )

4

1− 5
√
5107
4355

.

Na koniec pozostaªo doda¢ do siebie oba wyniki, aby uzyska¢
liczb¦ ludno±ci miasta w dniu 1 grudnia 1925 roku:

K20 + S20 = 5107 ·
(
5107
4355

)4
+ 15 · 1−(

5107
4355 )

4

1− 5
√
5107
4355

≈ 10071.

Autorka rozwi¡zania: Klaudia Piwowarczyk
Opieka merytoryczna: dr Paweª Pªaczek
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Mieszka«cy Jarocina

Sylwetka abiturienta: Bronisªaw Ka¹mier-
czak, urodzony 13 czerwca 1886 r. w Ko-
pydªowie. W okresie mi¦dzywojennym pro-
boszcz para�i witkowskiej, asesor dekanatu
Wrze±nia, dziaªacz spoªeczny i wychowawca
mªodzie»y. W sierpniu 1940 r. aresztowany
przez Niemców. Osadzony najpierw w Szcze-
glinie, a nast¦pnie w obozie koncentracyjnym
w Sachsemhausen koªo Oranienburga, gdzie
zostaª zam¦czony 21 wrze±nia 1940 r.

Tablica pami¡tkowa po±wi¦cona ks. Bronisªawowi Ka¹mierczakowi

w Witkowie
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4
Równanie pi¡tego stopnia

Rozwi¡» poni»sze równanie:

20x5 − 81x4 + 62x3 + 62x2 − 81x+ 20 = 0.

�ródªo: [1, sygn. 247, str. 6�8], matura z 23.02.1911 r.

Rozwi¡zanie:
Zacznijmy od wyci¡gni¦cia wyrazów podobnych przed nawias.

20x5 − 81x4 + 62x3 + 62x2 − 81x+ 20 = 0
20
(
x5 + 1

)
− 81x

(
x3 + 1

)
+ 62x2 (x+ 1) = 0.

Dwukrotnie skorzystamy z poni»szego wzoru.

Suma n-tych pot¦g:

Dla dowolnego nieparzystego n ∈ N zachodzi:

an + bn = (a+ b)
(
an−1 − an−2b+ . . .− abn−2 + bn−1

)
.

Dostajemy zatem:

20 (x+ 1)
(
x4 − x3 + x2 − x+ 1

)
− 81x (x+ 1)

(
x2 − x+ 1

)
+ 62x2 (x+ 1) = 0.
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Równanie pi¡tego stopnia

Wyci¡gamy (x+ 1) przed nawias:

(x+ 1)
[
20
(
x4 − x3 + x2 − x+ 1

)
− 81x

(
x2 − x+ 1

)
+ 62x2

]
= 0.

St¡d mamy pierwsze miejsce zerowe x = −1. Pozostaªo wyliczy¢
równanie:

20
(
x4 − x3 + x2 − x+ 1

)
− 81x

(
x2 − x+ 1

)
+ 62x2 = 0.

Po wymno»eniu i uporz¡dkowaniu:

20x4 − 101x3 + 163x2 − 101x+ 20 = 0.

Zauwa»my, »e 0 nie jest rozwi¡zaniem (wówczas 20 = 0 � sprzecz-
no±¢), wobec czego podzielmy przez x2:

20x2 − 101x+ 163− 101 1
x
+ 20

1
x2
= 0.

Po raz kolejny wyci¡gnijmy wspólny czynnik:

20
(
x2 +

1
x2

)
− 101

(
x+
1
x

)
+ 163 = 0.

Ze wzgl¦du na fakt, »e
(
x+ 1x

)2
=
(
x2 + 1

x2

)
+2, to równanie to

mo»emy przedstawi¢ w postaci:

20
(
x+
1
x

)2
− 101

(
x+
1
x

)
+ 123 = 0.

W celu uzyskania trójmianu kwadratowego, stosujemy podsta-
wienie t = x+ 1x . Otrzymujemy wówczas:

20t2 − 101t+ 123 = 0.
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Równanie pi¡tego stopnia

Wyró»nik trójmianu kwadratowego:

Równanie kwadratowe to równanie, które mo»na zapisa¢
w postaci:

ax2 + bx+ c = 0,

gdzie a ̸= 0 oraz a, b, c ∈ R. Ka»de równanie tego ty-
pu mo»na rozwi¡za¢, korzystaj¡c z wyró»nika trójmianu
kwadratowego, cz¦sto nazywanego delt¡:

∆ = b2 − 4ac.

Pozostaj¡c w ciele liczb rzeczywistych, je»eli ∆ > 0, to
równanie kwadratowe ma dwa rozwi¡zania:

x1 =
−b+

√
∆

2a
oraz x2 =

−b−
√
∆

2a
.

Je»eli ∆ = 0, to równanie kwadratowe ma jedno rozwi¡-
zanie:

x =
−b
2a
.

Dla ∆ < 0, równanie kwadratowe nie ma rozwi¡za« w
ciele liczb rzeczywistych.

Wyliczamy miejsca zerowe:

∆t = 361 ⇒
√
∆t = 19.

Mamy:

t1 =
101 + 19
40

= 3 oraz t2 =
101− 19
2

=
41
20
.

Wracaj¡c do podstawienia, otrzymujemy dwa równania do roz-
wi¡zania:

x+
1
x
= 3 oraz x+

1
x
=
41
20
.

Z pierwszego:
x2 − 3x+ 1 = 0
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Równanie pi¡tego stopnia

∆1 = 5 ⇒
√
∆1 =

√
5

x1 =
3−
√
5

2
i x2 =

3 +
√
5

2
.

Z drugiego:
20x2 − 41x+ 20 = 0

∆2 = 81 ⇒
√
∆2 = 9

x3 =
41− 9
40
=
4
5

i x4 =
41 + 9
40
=
5
4
.

Ostatecznym zbiorem rozwi¡za« równania jest{
−1, 3−

√
5

2
,
3 +
√
5

2
,
4
5
,
5
4

}
.

Przedstawimy teraz alternatywny sposób podej±cia do tego pro-
blemu. W celu znalezienia pierwiastków wielomianu

W (x) = 20x5 − 81x4 + 62x3 + 62x2 − 81x+ 20

zastosujemy poni»sze twierdzenia.

Twierdzenie:

Je»eli wielomianW (x) = anxn+an−1xn−1+. . .+a1x+a0,
gdzie a0 ̸= 0, o wspóªczynnikach caªkowitych, ma pier-
wiastek wymierny, który mo»na zapisa¢ w postaci uªamka
nieskracalnego pq , to p jest dzielnikiem wyrazu wolnego
a0, natomiast q jest dzielnikiem wspóªczynnika an.

Twierdzenie Bezouta:

Wielomian W (x) jest podzielny przez dwumian (x − a)
wtedy i tylko wtedy, gdy liczba a jest pierwiastkiem tego
wielomianu.
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Równanie pi¡tego stopnia

W przypadku naszego wielomianu an = 20 = a0. Dzielniki dwu-
dziestki to: 1,−1, 2,−2, 4,−4, 5,−5, 10,−10, 20,−20. Potencjal-
ne pierwiastki wymierne wielomianu W (x) to: 1,−1, 2,−2, 4,
−4, 5,−5, 10,−10, 20,−20, 12 ,−

1
2 ,
1
4 ,−

1
4 ,
1
5 ,−

1
5 ,
1
10 ,−

1
10 ,

1
20 ,−

1
20 ,

2
5 ,−

2
5 ,
4
5 ,−

4
5 ,
5
2 ,−

5
2 ,
5
4 ,−

5
4 . Kolejno sprawdzaj¡c powy»sze mo»-

liwo±ci, natra�amy na pierwiastek −1, poniewa»:

W (−1) = 20(−1)5−81(−1)4+62(−1)3+62(−1)2−81(−1)+20 = 0.

Schemat Hornera:

W celu podzielenia wielomianu W (x) = anx
n +

an−1x
n−1+ . . .+ a1x+ a0 przez wielomian P (x) = x−α,

post¦pujemy zgodnie z poni»szym algorytmem.

1. Tworzymy trzywierszow¡ tabel¦, w której górnym
wierszu, pocz¡wszy od drugiego miejsca, wpisuje-
my wspóªczynniki wielomianu W (x), zaczynaj¡c od
stoj¡cego przy najwy»szej pot¦dze x. Na przeci¦ciu
pierwszej kolumny i ±rodkowego wiersza wpisujemy
α.

an an−1 an−2 . . . a0
α . . .

. . .

2. Przepisujemy wspóªczynnik an do drugiego miejsca
trzeciego wiersza. Nast¦pnie mno»ymy an przez α,
a iloczyn wpisujemy pod an−1 w drugim wierszu.
Pocz¡wszy od trzeciej kolumny, dodajemy wpisane
liczby wierszowo, sum¦ zapisuj¡c pod nimi w ostat-
nim wierszu. Powtarzamy proces a» do wypeªnienia
caªej tabeli.
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Równanie pi¡tego stopnia

an an−1 . . . a0
α α · an . . . α · b1

an an−1 + α · an . . . a0 + αb1
= bn−1 = bn−2 = b0

Wynikiem dzielenia jest wielomian Q(x) = bn−1xn−1 +
. . .+ b1 i reszta R = b0. Mo»emy zapisa¢:

W (x) = P (x) ·Q(x) +R.

Je»eli wielomian W (x) jest podzielny przez dwumian
P (x), wówczas R = 0.

Przechodzimy do podzielenia wielomianu W (x) przez dwumian
(x+1). Zamiast pisemnego dzielenia, skorzystamy ze schematu
Hornera:

20 -81 62 62 -81 20
-1 -20 101 -163 101 -20

20 -101 163 -101 20 0

Odczytuj¡c z tabeli, otrzymujemy:

(x+ 1)(20x4 − 101x3 + 163x2 − 101x+ 20) = 0.

Teraz uwag¦ skupiamy na wielomianie P (x) = 20x4 − 101x3 +
163x2−101x+20. Zauwa»my, »e ponownie an = 20 = a0, zatem
potencjalne pierwiastki wymierne wielomianu P (x) pokrywaj¡
si¦ z tymi wypisanymi dla wielomianu W (x). Kolejno sprawdza-
j¡c mo»liwo±ci, znajdujemy pierwiastek 45 , poniewa»:

P

(
4
5

)
= 20

(
4
5

)4
− 101

(
4
5

)3
+ 163

(
4
5

)2
− 1014

5
+ 20 = 0.

Dzielimy wielomian P (x) przez dwumian
(
x− 45

)
:

20 -101 163 -101 20
4
5 16 -68 76 -20

20 -85 95 -25 0
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Równanie pi¡tego stopnia

Dzi¦ki czemu mamy:

(x+ 1)
(
x− 4
5

)
(20x3 − 85x2 + 95x− 25) = 0.

Ponownie odtwarzamy powy»szy schemat dziaªania, rozpisuj¡c
potencjalne pierwiastki wymierne dla wielomianu T (x) = 20x3−
85x2 + 95x− 25. Mo»liwo±ci: 1,−1, 12 ,−

1
2 ,
1
4 ,−

1
4 ,
1
5 ,−

1
5 ,
1
10 ,

− 110 ,
1
20 ,−

1
20 , 5,−5,

5
2 ,−

5
2 ,
5
4 ,−

5
4 , 25,−25,

25
2 ,−

25
2 ,
25
4 ,−

25
4 , w któ-

rych znajdujemy rozwi¡zanie 54 , uzasadniaj¡c:

T

(
5
4

)
= 20

(
5
4

)3
− 85

(
5
4

)2
+ 95
5
4
− 25 = 0.

Po raz kolejny korzystamy ze schematu Hornera, dziel¡c wielo-
mian T (x) przez dwumian

(
x− 54

)
:

20 -85 95 -25
5
4 25 -75 25

20 -60 20 0

Wobec czego jest:

(x+ 1)
(
x− 4
5

)(
x− 5
4

)
(20x2 − 60x+ 20) = 0.

Pozostaªe rozwi¡zania odczytamy, wyliczaj¡c pierwiastki trój-
mianu S(x) = 20x2 − 60x + 20 = 20(x2 − 3x + 1). Trójmian
x2 − 3x + 1 pojawiª si¦ w poprzednim rozwi¡zaniu. Jego pier-
wiastkami s¡

x1 =
3 +
√
5

2
oraz x2 =

3−
√
5

2
.

Ostatecznie rozªo»yli±my wielomian W (x) na iloczyn:

W (x) = 20(x+1)
(
x− 4
5

)(
x− 5
4

)(
x− 3 +

√
5

2

)(
x− 3−

√
5

2

)
,

ponownie otrzymuj¡c zbiór rozwi¡za«: {−1, 45 ,
5
4 ,
3−
√
5

2 ,
3+
√
5

2 }.
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Równanie pi¡tego stopnia

Ostatnia propozycja podej±cia do zadania przeznaczona jest dla
spostrzegawczych. Zaczynamy tak samo, jak w przypadku dru-
giego rozwi¡zania, otrzymuj¡c:

(x+ 1)(20x4 − 101x3 + 163x2 − 101x+ 20) = 0.

Drugi z nawiasów rozbijamy, uzyskuj¡c:

(x+1)(20x4− 16x3− 85x3+68x2+95x2− 76x− 25x+20) = 0.

Szukamy wspólnych czynników:

(x+1)[4x3(5x− 4)− 17x2(5x− 4)+19x(5x− 4)− 5(5x− 4)] = 0

(x+ 1)(5x− 4)(4x3 − 17x2 + 19x− 5) = 0.

Ponownie rozbijamy wyra»enie z ostatniego nawiasu oraz wyª¡-
czamy wspólne czynniki:

(x+ 1)(5x− 4)(4x3 − 5x2 − 12x2 + 15x+ 4x− 5) = 0

(x+ 1)(5x− 4)[x2(4x− 5)− 3x(4x− 5) + (4x− 5)] = 0

(x+ 1)(5x− 4)(4x− 5)(x2 − 3x+ 1) = 0.

Rozwi¡zania trójmianu x2−3x+1 znale¹li±my we wcze±niejszych
podej±ciach. Po raz trzeci otrzymali±my ten sam zbiór rozwi¡za«.

Autorka rozwi¡zania: Adrianna Smoli«ska
Opieka merytoryczna: dr Jolanta Marzec�Ballesteros

Komentarz (Adrianna Smoli«ska):

Podobny problem pojawiª si¦ w±ród zada« w 1899 roku w zesta-
wie A. Uczniowie poproszeni zostali o znalezienie rozwi¡za« rów-
nania 8x5−46x4+47x3+47x2−46x+8 = 0. Zwró¢my uwag¦, jak
bli¹niacze s¡ to polecenia! Wielomiany s¡ pi¡tego stopnia, gdzie
a5 = a0, a4 = a1 oraz a3 = a2.
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Równanie pi¡tego stopnia

Ponadto w obu przypadkach znajdujemy dwie pary liczb dodat-
nich, jedn¡ par¦ liczb ujemnych, a w tym dwie pary liczb pa-
rzystych oraz jedn¡ par¦ liczb nieparzystych. Rozwi¡zanie tego
analogicznego przypadku pozostawiamy dociekliwym czytelnikom.
Przywoªajmy kolejny przykªad zadania, w którym nale»aªo roz-
wi¡za¢ równanie stopnia pi¡tego � tym razem z matury z 1908
r., z zestawu III (zadanie 1). Tutaj nieznacznie zmody�kowano
koncepcj¦, podaj¡c wielomian w którym a5 = −a0, a4 = −a1
oraz a3 = −a2. Mo»na przypuszcza¢, »e to jeden ze standardo-
wych typów zada« pojawiaj¡cych si¦ na ówczesnych zadaniach.
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5
Skomplikowane Równanie

Rozwi¡» poni»sze równanie:

3
√
(9 + x)2 + 3

√
(81− x2) + 3

√
(9− x)2

3
√
(9 + x)2 − 3

√
(81− x2) + 3

√
(9− x)2

=
7
3
.

�ródªo: [1, sygn. 163, str. 1], matura z 24.02.1897 r.

Rozwi¡zanie:
Zastosujemy podstawienie. Niech α = 3

√
9 + x oraz β = 3

√
9− x.

Wówczas αβ = 3
√
9 + x 3

√
9− x = 3

√
(9 + x)(9− x) = 3

√
81− x2.

Wobec czego jest:

α2 + αβ + β2

α2 − αβ + β2
=
7
3
.

Po przemno»eniu otrzymujemy:

3α2 + 3αβ + 3β2 = 7α2 − 7αβ + 7β2.

Dalej:
0 = 4α2 − 10αβ + 4β2.

Podzielmy przez 2:

0 = 2α2 − 5αβ + 2β2.

Powy»sze równanie mo»na potraktowa¢ jak równanie kwadrato-
we zmiennej α, wówczas β staje si¦ parametrem. Wydaje si¦, »e
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Skomplikowane Równanie

powinni±my rozwa»y¢ równie» odwrotn¡ sytuacj¦, gdzie β byªa-
by zmienn¡, a α parametrem. Zauwa»my jednak, »e f(α, β) =
2α2−2αβ+2β2 = f(β, α), tzn. tak zde�niowana funkcja jest sy-
metryczna, a zatem po zamianie ról α i β otrzymujemy identycz-
ne wyniki. Wobec tego pozostaniemy przy pierwszej interpretacji
i policzymy wyró»nik trójmianu kwadratowego:

∆α = 25β2 − 4 · 2 · 2β2 = 9β2√
∆α = 3β.

Oczywi±cie istnieje druga mo»liwo±¢, gdy β < 0 � mianowicie:√
∆α = −3β. Ze wzgl¦du na fakt, »e przypadek ten nie dostarcza

nowych rozwi¡za«, pominiemy go, zostawiaj¡c jako ¢wiczenie dla
dociekliwego czytelnika. Otrzymujemy dwa rozwi¡zania:

α1 =
5β + 3β
2 · 2

=
8β
4
= 2β oraz α2 =

5β − 3β
4

=
β

2
.

Uwzgl¦dniaj¡c podstawienie, uzyskujemy dwa ukªady równa«:{
α = 2β
β = 3
√
9− x

oraz

{
α = β2
β = 3
√
9− x

Rozwi¡zujemy pierwszy z tych ukªadów:

3
√
9 + x = 2 3

√
9− x

9 + x = 8(9− x)
9x = 63

x = 7.

Przechodz¡c do drugiego ukªadu, mamy:

3
√
9 + x =

3
√
9− x
2

8(9 + x) = 9− x
63 = −9x
x = −7.
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Skomplikowane Równanie

Dla sceptycznych przeprowadzimy sprawdzenie. Dla x = 7:

3
√
(9 + 7)2 + 3

√
92 − 72 + 3

√
(9− 7)2

3
√
(9 + 7)2 − 3

√
92 − 72 + 3

√
(9− 7)2

=
3
√
256 + 3

√
32 + 3

√
4

3
√
256− 3

√
32 + 3

√
4

=
4 3
√
4 + 2 3

√
4 + 3
√
4

4 3
√
4− 2 3

√
4 + 3
√
4

=
7 3
√
4

3 3
√
4
=
7
3
.

Dla x = −7:

3
√
(9 + (−7))2 + 3

√
92 − (−7)2 + 3

√
(9− (−7))2

3
√
(9 + (−7))2 − 3

√
92 − (−7)2 + 3

√
(9− (−7))2

=
3
√
4 + 3
√
32 + 3

√
256

3
√
4− 3
√
32 + 3

√
256

=
7 3
√
4

3 3
√
4
=
7
3
.

Autorka rozwi¡zania: Adrianna Smoli«ska
Opieka merytoryczna: dr Katarzyna Taczaªa

Komentarz (Adrianna Smoli«ska):

Ciekawostk¡ jest, »e »aden z abiturientów pisz¡cych t¦ matur¦
nie rozwi¡zaª powy»szego zadania! Nie stanowi to zaskoczenia �
problem wyró»nia si¦ na tle pozostaªych, wyst¦puj¡cych na poszy-
tach maturalnych. Ma inny charakter, wobec czego, mimo braku
zawiªo±ci, mógª odstraszy¢ ówczesnego abiturienta.
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Cz¦±¢ III

Geometria planarna
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6
Trójk¡t z zadanym k¡tem

Dany jest k¡t o mierze γ. Skonstruuj trójk¡t△ABC, speªniaj¡cy
nast¦puj¡ce warunki:

� ∢ACB = γ,

� dwusieczna k¡ta ACB dzieli bok AB w stosunku 3 : 5,

� suma dªugo±ci wysoko±ci opuszczonej z wierzchoªka A oraz
dªugo±ci ±rodkowej opuszczonej z wierzchoªka B wynosi 5.

�ródªo: [1, sygn. 202, str. 81 � 83], matura z 1.02.1900 r.

Tre±¢ zadania zapisana przez abiturienta oraz rysunek ko«cowy
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Trójk¡t z zadanym k¡tem

Rozwi¡zanie:
Niech C b¦dzie wierzchoªkiem zadanego k¡ta o mierze γ. Za-
znaczmy na ramionach tego k¡ta odcinki A′C oraz B′C o dªu-
go±ciach 3 oraz 5.

Twierdzenie o dwusiecznej:

Dwusieczna k¡ta w trójk¡cie dzieli przeciwlegªy bok na
odcinki, których dªugo±¢ jest proporcjonalna do dªugo±ci
pozostaªych boków.

Z twierdzenia o dwusiecznej k¡ta w trójk¡cie dostajemy:

|AC|
|BC|

=
3
5
.

Na podstawie cechy podobie«stwa bok�k¡t�bok trójk¡t ABC
jest zatem podobny do trójk¡ta A′B′C (patrz str. 140).
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Trójk¡t z zadanym k¡tem

Oznaczmy przez hA′ oraz mB′ dªugo±ci wysoko±ci opuszczonej z
wierzchoªka A′ oraz ±rodkowej wychodz¡cej z wierzchoªka B′ w
trójk¡cie A′B′C. Przez hA oraz mB b¦dziemy oznaczali analo-
giczne dªugo±ci w trójk¡cie ABC. Aby ustali¢, o ile nale»y prze-
skalowa¢ trójk¡t A′B′C, zmierzmy dªugo±ci hA′ ,mB′ i narysujmy
odcinek XY o dªugo±ci hA′ +mB′ . Dorysujmy w dowolny spo-
sób odcinek XZ o dªugo±ci |A′C|, tworz¡c trójk¡t XY Z (patrz
rysunek).

Odªó»my teraz na póªprostej XY odcinek XY ′ dªugo±ci 5. Niech
Z ′ b¦dzie takim punktem na póªprostejXZ, »e odcinek Y ′Z ′ jest
równolegªy do Y Z.

Twierdzenie Talesa:

Je»eli ramiona k¡ta przetniemy prostymi równolegªymi, to
stosunki odpowiednich otrzymanych odcinków b¦d¡ rów-
ne.
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Trójk¡t z zadanym k¡tem

α

A

k
l

β

γ

B

C
γ

β

E

D

Z rysunku mo»emy odczyta¢ nast¦puj¡ce proporcje:

|AB|
|AC|

=
|BD|
|CE|

=
|AD|
|AE|

Powy»sze stosunki pozostaj¡ prawdziwe równie» w przy-
padku, gdy prostymi równolegªymi przetniemy k¡ty
wierzchoªkowe.

Wówczas z powy»szego twierdzenia dostajemy:

|XZ ′|
|A′C|

=
5

hA′ +mB′
=
hA +mB
hA′ +mB′

.

Jako »e hA+mB
hA′+mB′

jest stosunkiem podobie«stwa trójk¡ta ABC
do trójk¡ta A′B′C, dostajemy zatem |XZ ′| = |AC|.
Na koniec pozostaje nam odªo»y¢ na póªprostej CA′ odcinek o
dªugo±ci |AC| (skonstruowany powy»ej) i dorysowa¢ odcinek BA
równolegªy do B′A′.

Autor rozwi¡zania: Cezary Dudkiewicz
Opieka merytoryczna: dr J¦drzej Garnek
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7
Elipsa i parabola

Dana jest elipsa o równaniu x2 + 2y2 = 56. Rozwa»my parabol¦
o parametrze p = 12, której wierzchoªkiem jest ±rodek elipsy, i
której o± jest zwrócona w kierunku mniejszej osi elipsy. Wyznacz
wspóªrz¦dne punktów przeci¦cia elipsy i paraboli. Nast¦pnie ob-
licz k¡ty mi¦dzy stycznymi do tych �gur w punktach przeci¦cia.
�ródªo: [1, sygn. 253, str. 148 � 153], matura z 24.01.1913 r.

Rysunek do zadania wykonany przez abiturienta � Willy'ego We-
gnera, 24.01.1913 r.
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Elipsa i parabola

Rozwi¡zanie:

Parametr paraboli:

Parabola jest wykresem funkcji kwadratowej. Krzyw¡ t¡
mo»emy jednak rozumie¢ jako zbiór punktów, których od-
legªo±¢ od pewnego punktu, zwanego ogniskiem, jest rów-
na odlegªo±ci od prostej, nazywanej kierownic¡.

kierownica

ognisko

Odlegªo±¢ kierownicy paraboli od ogniskowej zwana jest
jej parametrem. Dla paraboli o równaniu y = ax2+bx+c
parametr ten wynosi 12a .

Jako »e parametr paraboli wynosi 12 oraz przechodzi ona przez
±rodek ukªadu wspóªrz¦dnych, jej równanie to:

y =
1
24
x2.
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Elipsa i parabola

Elipsa:

Elipsa jest jedn¡ z krzywych sto»kowych, tzn. powstaj¡-
cych w wyniku przeci¦cia powierzchni sto»kowej pªaszczy-
zn¡.

a−a

b

−b

F1 F2S

c

Ksztaªt elipsy de�niuj¡ jej ogniska F1 i F2 le»¡ce na osi
wielkiej, czyli punkty, których suma odlegªo±ci od dowol-
nego punktu elipsy jest staªa, równa 2a. Przez o± wielk¡
rozumiemy najdªu»sz¡ ±rednic¦ elipsy � odpowiada odle-
gªo±ci mi¦dzy dwoma najbardziej oddalonymi punktami
na elipsie. O± maªa to najkrótsza ±rednica elipsy. �rodek
elipsy S to punkt przeci¦cia maªej i du»ej osi elipsy. Póª-
ogniskow¡ c nazywamy odlegªo±¢ ognisk od ±rodka elipsy,
dan¡ zale»no±ci¡ c =

√
a2 − b2. Je»eli a = b = r, to ogni-

ska pokrywaj¡ si¦ ze ±rodkiem i wówczas staje si¦ ona
okr¦giem o promieniu r! Równanie elipsy, której ±rodek
pokrywa si¦ ze ±rodkiem w kartezja«skim ukªadzie wspóª-
rz¦dnych:

x2

a2
+
y2

b2
= 1.

Równanie elipsy w postaci kanonicznej wygl¡da nast¦puj¡co:

(
x√
56

)2
+
(
y√
28

)2
= 1.
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Elipsa i parabola

(−
√
56, 0) (

√
56, 0)

(
√
28, 0)

(−
√
28, 0)(−
√
28, 0)

y = 1
24x

2

(
x√
56

)2
+
(
y√
28

)2
= 1

Aby znale¹¢ punkty przeci¦cia elipsy i paraboli, rozwa»my po-
ni»szy ukªad równa«: {

y = 1
24x
2,

x2 + 2y2 = 56.

Podstawiaj¡c do drugiego równania pierwsze, dostajemy równa-
nie kwadratowe:

y2 + 12y − 28 = 0,

którego rozwi¡zaniami s¡ y1 = −14 oraz y2 = 2. Jako »e pierwsze
z tych rozwi¡za« nie pochodzi od punktu na paraboli (y1 < 0),
otrzymujemy x2 = 24 · 2 = 48. Dostajemy dwa rozwi¡zania:
x1 = −4

√
3, x2 = 4

√
3, które odpowiadaj¡ punktom przeci¦cia

elipsy i paraboli:

(−4
√
3, 2) oraz (4

√
3, 2).

Szukamy miary k¡ta α pomi¦dzy stycznymi w punktach przeci¦-
cia elipsy i paraboli. Jest to symetryczna sytuacja, wobec czego
skupimy si¦ na stycznych przechodz¡cych przez punkt (4

√
3, 2).
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Elipsa i parabola

αα

γβ

Oznaczmy przez β miar¦ k¡ta nachylenia stycznej do paraboli do
osi OX, za± przez γ miar¦ k¡ta nachylenia stycznej do elipsy do
osi OX. Wówczas α = γ − β.

W dalszym ci¡gu rozwi¡zania skorzystamy z nast¦puj¡cych wzo-
rów na styczne do paraboli i elipsy.

Równanie stycznej:

Prost¡ styczn¡ do paraboli o równaniu y = ax2 + bx + c
w punkcie (x0, y0) wyznaczamy ze wzoru:

y = (2ax0 + b) · (x− x0) + y0.

Równanie stycznej do elipsy x2

a +
y2

b = 1 w punkcie
(x0, y0) dane jest wzorem:

x0
a2
x+
y0
b2
y = 1.

Powy»sze relacje mo»na w prosty sposób wyprowadzi¢ ze
wzoru na styczn¡ wykresu funkcji y = f(x) w punkcie
(x0, y0):

y = f ′(x0) · (x− x0) + f(x0)

dla funkcji f(x) = ax2+bx+c oraz f(x) =
√
b · (1− x2a ).
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Elipsa i parabola

Styczna do paraboli y = 1
24x
2 w punkcie (4

√
3, 2)ma wi¦c wspóª-

czynnik kierunkowy
√
3
3 . Zatem tg β =

√
3
3 i (jako »e β ∈ (0, π2 ))

β = π6 . Prosta styczna do rozwa»anej elipsy w punkcie (4
√
3, 2)

ma za± nast¦puj¡ce równanie:

4
√
3
56
x+
2
28
y = 1.

St¡d wyznaczamy:
y = −

√
3x+ 14.

Zatem tg γ = −
√
3 oraz (jako »e γ ∈ (π2 , π)) dostajemy γ = 2π3 .

Ostatecznie szukany k¡t mi¦dzy stycznymi ma miar¦:

γ − β = 2π
3
− π
6
=
π

2
.

Autorka rozwi¡zania: Adrianna Smoli«ska
Opieka merytoryczna: dr J¦drzej Garnek

Komentarz (Adrianna Smoli«ska):

Na wspóªczesnej maturze z matematyki wyst¦puj¡ trzy spo±ród
czterech krzywych sto»kowych � okr¡g, parabola i hiperbola. Nie-
stety pomini¦te zostaje bardzo wa»ne poj¦cie elipsy! Za odkrywc¦
krzywych sto»kowych uwa»a si¦ przyjaciela Platona � Menaich-
mosa. Pocz¡tkowo nie widziano dla nich znacz¡cych zastosowa«.
Jednak»e nikt inny, jak Johannes Kepler udowadniaj¡c, »e pla-
nety kr¡»¡ po krzywych eliptycznych, a Sªo«ce znajduje si¦ w
jednym z ich ognisk (I prawo Keplera), w wieku XVII znalazª ich
niezwykle u»yteczne zastosowanie, rozpromowuj¡c poj¦cie elipsy.
Z uwagi na to odkrycie naukowe, dotychczas doskonaªy ksztaªt ko-
ªa (Platon), zast¡piony zostaª wªa±nie elips¡. Zmieniªo to kano-
ny estetyki, wywieraj¡c ogromny wpªyw na budownictwo! Ksztaªt
eliptyczny maj¡, np. Plac ±w. Piotra w Watykanie czy padewskie
Prata della Valle. Elipsa posiada bardzo interesuj¡c¡ wªasno±¢,
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Elipsa i parabola

mianowicie ka»da fala ±wietlna b¡d¹ d¹wi¦kowa wychodz¡ca z jed-
nego z ognisk, odbita od jej kraw¦dzi, w¦druje przez drugie z nich.
Bolesªaw Prus w swojej powie±ci �Faraon� [11] pisaª o podst¦pie
egipskich kapªanów, którzy wykorzystuj¡c powy»sze zjawisko, pró-
bowali skªóci¢ lud egipski przeciwko faraonowi Ramzesowi XIII.
Ówcze±ni abiturienci mieli to szcz¦±cie, by uczy¢ si¦ o elipsach.
Poza powy»szym zadaniem, np. w roku 1899, wyst¡piªo:

Dana jest elipsa o równaniu 18y2 + 7x2 = 126. Jaki k¡t
tworzy styczna do elipsy w punkcie x = 3, y > 0 z dodatni¡
póªosi¡ x?
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8
Suma dªugo±ci odcinków

Dany jest k¡t o mierze 30◦ z wierzchoªkiem w punkcie A. Z
punktu nale»¡cego do jednego ramienia k¡ta opuszczono prost¡
prostopadª¡ do drugiego ramienia k¡ta. Nast¦pnie z uzyskanego
punktu opuszczono prost¡ prostopadª¡ do pierwszego ramienia,
otrzymuj¡c kolejny punkt przeci¦cia. Procedur¦ t¦ powtarzano,
za ka»dym razem opuszczaj¡c prost¡ prostopadª¡ z aktualnego
punktu na przeciwne rami¦ k¡ta. Oblicz sum¦ dªugo±ci:

(a) pierwszych o±miu takich odcinków,

(b) wszystkich takich odcinków.

�ródªo: [1, sygn. 247, str. 13�15], matura z 23.02.1911 r.

Rozwi¡zanie:
Zacznijmy od narysowania sytuacji z polecenia. Z jednego ramie-
nia k¡ta prowadzimy prost¡ prostopadª¡ do drugiego ramienia.

30◦

A α

β

60◦
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Suma dªugo±ci odcinków

Widzimy, »e uzyskany △Aαβ to trójk¡t 30◦, 60◦, 90◦. Popro-
wad¹my kolejn¡ prost¡ prostopadª¡.

30◦

A αα1

β

60◦

30◦

Powstaªy △α1αβ równie» jest trójk¡tem 30◦, 60◦, 90◦. Kontynu-
uj¡c t¦ operacj¦, uzyskujemy coraz mniejsze trójk¡ty, wszystkie
podobne z cechy K¡t - K¡t - K¡t (patrz str. 140).

30◦

A αα1α2α3α4

β

β1
β2

β3

Zauwa»my, »e szukamy sumy:

|αβ|+ |α1β|+ |α1β1|+ |α2β1|+ |α2β2|+ |α3β2|+ |α3β3|+ |α4β3| .

Nie policzymy jednak wszystkich z tych odlegªo±ci!
Niech |Aα| = a, gdzie a ∈ R>0. Wówczas z △Aαβ odczytujemy:

sin 30◦ =
|αβ|
|Aα|

=
|αβ|
a
⇒ |αβ| = a sin 30◦ = a

2
.

Z △α1αβ dostajemy:

cos 30◦ =
|α1β|
|αβ|

⇒ |α1β| = |αβ| cos 30◦ =
a
√
3
4
.
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Suma dªugo±ci odcinków

Podobnie, analizuj¡c △β1α1β otrzymujemy:

cos 30◦ =
|α1β1|
|α1β|

⇒ |α1β1| = |α1β| cos 30◦ =
3a
8

(de�nicje funkcji trygonometrycznych przypomnieli±my na stro-
nie 39). Widzimy, »e ka»dy kolejny odcinek jest krótszy od po-
przedniego q =

√
3
2 razy. Mo»emy to oczywi±cie ªatwo pokaza¢:

|α1β|
|αβ|

=
a
√
3
4
a
2
=

√
3
2
=

3a
8
a
√
3
4

=
|α1β1|
|α1β|

.

Aby obliczy¢ sum¦ o±miu takich wyrazów, skorzystamy ze wzoru
na sum¦ n wyrazów ci¡gu geometrycznego (patrz str. 31).
Wobec powy»szego, otrzymujemy:

S8 =
a

2
·
1−

(√
3
2

)8
1−

√
3
2

=
175a

256(2−
√
3)
= 175(2 +

√
3)a,

co ko«czy pierwsz¡ cz¦±¢ zadania. Aby odpowiedzie¢ na drugie
pytanie, skorzystamy ze wzoru na sum¦ szeregu geometrycznego
(patrz str. 55). Wystarczy policzy¢:

a
2

1−
√
3
2

=
a

2−
√
3
= a

(
2 +
√
3
)
.

Otrzymali±my wi¦c szukan¡ sum¦ dªugo±ci wszystkich odcinków.

Autorka rozwi¡zania: Adrianna Smoli«ska
Opieka merytoryczna: prof. UAM dr hab. Michaª Jasiczak
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9
Odlegªo±¢ N od B

Z punktu N celujemy w punkty A, B i C, które le»¡ w tej samej
pªaszczy¹nie z N i s¡ od siebie oddalone AB = c = 73, 24m,
BC = a = 82, 73m, CA = b = 65, 48m. B i C pojawiaj¡ si¦ w
linii prostej patrz¡c od N , czyli B pomi¦dzy N i C. Natomiast A
widziane jest z N w stron¦ B pod k¡tem BNA = δ = 27o18′.
Jak daleko jest N od B?
�ródªo: [1, sygn. 202, str. 62 � 65, matura z 1.02.1900 r.]

Rozwi¡zanie:

Twierdzenie cosinusów:

W dowolnym trójk¡cie kwadrat dªugo±ci dowolnego boku
jest równy sumie kwadratów dªugo±ci pozostaªych boków
pomniejszonej o podwojony iloczyn dªugo±ci tych boków
i cosinusa k¡ta zawartego mi¦dzy nimi.

γ

a

b

c

Korzystaj¡c z oznacze« powy»szego rysunku, mo»emy za-
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Odlegªo±¢ N od B

pisa¢:
c2 = a2 + b2 − 2ab cos γ.

Gdy trójk¡t jest prostok¡tny i k¡t γ jest k¡tem prostym,
relacja ta sprowadza si¦ do twierdzenia Pitagorasa (patrz
str. 35), jako »e cos π2 = 0.

Zacznijmy od wykonania rysunku pomocniczego.

Z powy»szego twierdzenia wiemy, »e:

b2 = a2 + c2 − 2 · a · c · cosβ

cos(β) =
65, 482 − 73, 242 − 82, 732

−2 · 82, 73 · 73, 24

Wynika z tego, »e:

cos(β) = 0, 6536.

Korzystaj¡c z funkcji arcus cosinus (patrz str. 43) oraz kalkula-
tora, obliczamy warto±¢ k¡ta β ≈ 49, 19o oraz sin(β) ≈ 0, 7569.
Maj¡c cos(β) i sin(β), skorzystamy z de�nicji funkcji sinus oraz
cosinus i obliczymy dªugo±ci odcinków a′ i h (patrz str. 39).

cos(β) =
a′

c
a′ = cos(β) · c
a′ = 0, 6536 · 73, 24
a′ = 47, 87m

sin(β) =
h

c
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Odlegªo±¢ N od B

h = sin(β) · c
h ≈ 0, 7569 · 73, 24
h ≈ 55, 44m

Teraz, znaj¡c te dªugo±ci, ponownie skorzystamy z programu
WolframAlpha celem odczytania warto±ci tg(δ), która wynosi w
przybli»eniu 0, 5161. Z de�nicji funkcji tangens jeste±my w stanie
doj±¢ do dªugo±ci odcinka |NB|:

tg(δ) =
h

|NB|+ a′

|NB| = h

tg(δ)
− a′

|NB| ≈ 55, 44
0, 5161

− 47, 87

Ostatecznie otrzymujemy:

|NB| ≈ 59, 55m.

Autor rozwi¡zania: Adam Nawrocki
Opieka merytoryczna: dr Katarzyna Taczaªa
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10
Ci¡g kwadratów

Kwadrat jest wpisany w koªo o promieniu r, koªo w kwadrat,
kwadrat w to koªo i tak dalej do punktu ±rodkowego. Jaka jest
suma wszystkich pól zbudowanych kóª poza danym i jaka jest
suma pól wszystkich kwadratów?
�ródªo: [1, sygn. 237, str. 15 � 16], matura z 7.09.1909 r.

Rozwi¡zanie:

an

a1

r

r1

a2

r2

1
2an = rn

rn
√
2rn = an+1
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Ci¡g kwadratów

Niech an oraz rn dla n ∈ N oznaczaj¡ odpowiednio dªugo±¢ bo-
ku n−tego kwadratu, oraz promie« n−tego koªa (poza koªem
pocz¡tkowym). Z tre±ci zadania oraz prostych obserwacji geome-
trycznych (patrz rysunki powy»ej) otrzymujemy zatem poni»sze
rekurencje: 

an =
√
2rn−1

rn = 12an
a1 =

√
2r,

gdzie r jest staª¡ podan¡ w tre±ci zadania. Z rekurencji otrzy-
mujemy dwa ci¡gi geometryczne (patrz str. 31):

an =
√
2rn−1 =

√
2
2
an−1

a1 =
√
2r


rn =

1
2
an =

√
2
2
rn−1

r1 =

√
2
2
r,

których rozwi¡zaniami s¡

an =
√
2r

(√
2
2

)n−1
= 2

(√
2
2

)n
r,

rn =

√
2
2
r

(√
2
2

)n−1
=

(√
2
2

)n
r.

�eby otrzyma¢ odpowiedzi, wystarczy zsumowa¢ pola i zasto-
sowa¢ wzór na sum¦ szeregu geometrycznego (patrz strona 55).
Przez PO oznaczymy sum¦ pól kóª, a przez PK oznaczymy sum¦
pól kwadratów.

PO = πr21 + πr
2
2 + . . . = π

∞∑
n=1

r2n = πr
2
∞∑
n=1

(√
2
2

)2n

= πr2
∞∑
n=1

(
1
2

)n
= πr2

1
2
· 1
1− 12

= πr2
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Ci¡g kwadratów

oraz analogicznie

PK = a21 + a
2
2 + . . . = (2r)

2
∞∑
n=1

(√
2
2

)2n
= 4r2.

Autor rozwi¡zania: Cezary Dudkiewicz
Opieka merytoryczna: dr Piotr Mizerka
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Ci¡g kwadratów

Tre±¢ zadania zapisana przez J. �lebiad¦, 7.9.1909 r.

108



11
Góra

Jak wysoko jest góra, której szczyt wyªania si¦ z punktów ko«co-
wych linii poziomej o dªugo±ci 200m poprowadzonej w kierunku
góry pod k¡tem wzniesienia α = 16◦4′17′′, β = 19◦43′23′′.
�ródªo: [1, sygn. 181, s 19, 25�26], matura z 15.02.1898 r.

Rozwi¡zanie:
Zacznijmy od narysowania sytuacji z polecenia.

A B C

D

γ

α β

Z tre±ci zadania odczytujemy, »e |AB| = 200m, α = 16◦4′17′′

oraz β = 19◦43′23′′. Szukan¡ odlegªo±ci¡ jest |CD|, czyli wyso-
ko±¢ trójk¡ta △ABC. K¡t γ mo»na wyliczy¢ nast¦puj¡co:

γ = 180◦ − (180◦ − β)− α = β − α.

Po podstawieniu danych warto±ci k¡tów:

γ = 19◦43′23′′ − 16◦4′17′′ = 3◦38′6′′.
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Góra

Powoªuj¡c si¦ na twierdzenie sinusów (patrz str. 42), mo»emy
zapisa¢ zale»no±¢:

|AB|
sin γ

=
|BD|
sinα

⇒ |BD| = |AB| sinα
sin γ
.

Kolejno, z de�nicji sinusa otrzymujemy:

sinβ =
|CD|
|BD|

⇒ |CD| = |BD| sinβ.

�¡cz¡c oba wzory, ªatwo wyliczymy szukan¡ wysoko±¢:

|CD| = |AB| sinα
sin γ

sinβ

= 200 · sin 16
◦4′17′′

sin 3◦38′6′′
· sin 19◦43′23′′

≈ 200 · 0, 2768
0, 0634

· 0, 3375

≈ 294, 7 [m] .

Zatem szczyt góry znajduje si¦ na wysoko±ci 294,7 metrów.

Autorka rozwi¡zania: Adrianna Smoli«ska
Opieka merytoryczna: prof. UAM dr hab. Michaª Jasiczak

Komentarz (Adrianna Smoli«ska):

Powy»sze zadanie wspóªcze±nie sformuªowaliby±my nast¦puj¡co:

Podstawa trójk¡ta wynosi 200, a k¡ty przy podstawie ma-
j¡ miary α oraz 180◦ − β. Oblicz wysoko±¢ tego trójk¡ta
prostopadª¡ do wymienionej podstawy.

Pozbawiaj¡c tre±¢ polecenia kontekstu praktycznego (�góra�) oraz
niezr¦cznych warto±ci k¡tów, zadanie staje si¦ uniwersalne i przej-
rzyste.
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Cz¦±¢ IV

Stereometria
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12
Sto»ek i ostrosªup

Podstaw¡ sto»ka jest koªo o promieniu r. Sto»ek ten ma wysoko±¢
wspóln¡ z ostrosªupem prostym, którego podstaw¡ jest sze±cio-
k¡t foremny, wpisany w podstaw¦ sto»ka. Wysoko±ci bryª s¡ rów-
ne 52r. Jakie s¡ obj¦to±ci, dªugo±ci kraw¦dzi i pola powierzchni
obu bryª?
�ródªo: [1, sygn. 203, str. 17 � 20], matura z 22.02.1900 r.

Rysunek do zadania wykonany przez Ericha Haesnera,
22.2.1900 r.
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Sto»ek i ostrosªup

Rozwi¡zanie:
Wystarczy po kolei stosowa¢ klasyczne wzory geometryczne, któ-
re podajemy poni»ej przed ka»dym zastosowaniem. Stosujemy
te» kilkukrotnie twierdzenie Pitagorasa (patrz str. 35) � w ta-
kich sytuacjach wskazujemy rysunek, na którym zaznaczono od-
powiedni trójk¡t prostok¡tny. Obliczymy najpierw wymiary pod-
staw bryª. Pole koªa stanowi¡cego podstaw¦ sto»ka wynosi oczy-
wi±cie Pk = πr2 (patrz str. 34). Promie« okr¦gu, r, stanowi
równie» dªugo±¢ boku sze±ciok¡ta. Pole sze±ciok¡ta stanowi¡cego
podstaw¦ ostrosªupa wynosi zatem:

Pp = 6 ·
r2
√
3
4
=
3
√
3
2
r2.

r

r

r

l
HS

Wysoko±¢ sto»ka, któr¡ oznaczymy przez HS , wynosi HS = 52r.
Pozwala to na obliczenie obj¦to±ci sto»ka:

VS =
1
3
πr2HS =

5
6
πr3.

Do obliczenia dªugo±ci tworz¡cej sto»ka, oznaczanej l, zastosuje-
my twierdzenie Pitagorasa (patrz strona 35) dla trójk¡ta z ry-
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Sto»ek i ostrosªup

sunku powy»ej:

l2 = H2S + r
2 =
25
4
r2 + r2 =

29
4
r2,

zatem l =
√
29
2 r. Maj¡c warto±¢ l, mo»emy poda¢ wzór na pole

powierzchni sto»ka:

PS = Pk + πrl = πr

(
r +

√
29
2
r

)
= πr2

(
1 +

√
29
2

)
.

b = r

HO

a

r

Zajmiemy si¦ teraz ostrosªupem. Jak wynika z tre±ci zadania,
jego wysoko±¢ ma dªugo±¢ HO = 52r, za± kraw¦d¹ podstawy dªu-
go±¢ r. Obj¦to±¢ ostrosªupa wynosi zatem:

VO =
1
3
HOPp =

5
√
3
4
r3.

Oznaczmy dªugo±¢ kraw¦dzi bocznej przez a. Warto±¢ t¡ wy-
znaczymy, korzystaj¡c ponownie z twierdzenia Pitagorasa (patrz
rysunek powy»ej):

a2 = H2O + r
2 = l2,

zatem a = l =
√
29
2 r. Wysoko±¢ ±ciany bocznej, hb, wyznaczamy
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Sto»ek i ostrosªup

a

hb

b

1
2b

rozwa»aj¡c trójk¡t prostok¡tny z rysunku powy»ej:

h2b = a
2 −

(
1
2
b

)2
=
29− 1
4
r2 = 7r2,

zatem hb =
√
7r. Pole ±ciany bocznej, Pb, mo»emy zatem wy-

znaczy¢ z nast¦puj¡cego wzoru:

Pb =
1
2
rhb =

√
7
2
r2.

Na sam koniec pozostaje nam znalezienie pola powierzchni ostro-
sªupa:

PO = 6 · Pb + Pp = 6 ·
√
7
2
r2 +

3
√
3
2
r2 = 3r2

(
√
7 +

√
3
2

)
.

Autor rozwi¡zania: Cezary Dudkiewicz
Opieka merytoryczna:
prof. UAM dr hab. Maªgorzata Bednarska�Bzd¦ga
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Sto»ek i ostrosªup

Komentarz (Cezary Dudkiewicz oraz prof. UAM dr hab.
Maªgorzata Bednarska�Bzd¦ga):

Ówczesne zadania cz¦sto skªadaªy si¦ z dwóch cz¦±ci. W pierwszej
wyprowadzano wzór, a w drugiej podstawiano podan¡ warto±¢. W
tym przypadku polecenie wymagaªo obliczenia w przybli»eniu ka»-
dego z wymiarów dla warto±ci r = 1, 234. Poni»ej zawarte s¡ ob-
liczenia abiturienta, do których wykorzystaª tablice logarytmiczne
(patrz Dodatek, str. 209).

Rozwi¡zanie sporz¡dzone przez Ericha Haesnera, dnia
22.2.1900 r. Literk¡ r nauczyciel oznaczaª poprawne frag-
menty rozwi¡zania (od niemieckiego richtig � poprawnie)
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Sto»ek i ostrosªup

Komentarz nauczyciela: Dwa pierwsze zadania zostaªy rozwi¡za-
ne poprawnie. Trzecie zadanie zostaªo rozwi¡zane poprawnie z
warto±ci¡ r = 1, 234m, a» do oblicze« numerycznych powierzch-
ni ostrosªupa (przetªumaczone z niemieckiego)
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13
Czasze

Po obu stronach okr¦gu o promieniu ρ = 6cm znajduj¡ si¦ 2
kuliste czasze o wysoko±ciach h1 = 2cm i h2 = 3cm. Jakie jest
pole powierzchni i obj¦to±¢ bryªy w ksztaªcie soczewki zªo»onej
z dwóch kulistych czasz?

�ródªo: [1, sygn. 261, str. 12 � 13], matura z 6.02.1914 r.

Rozwi¡zanie:
W zadaniu szukamy zarówno pola powierzchni P , jak i obj¦to-
±ci V bryªy powstaªej z dwóch zªo»onych czasz. Polecenie dobrze
sugeruje jej podobie«stwo do soczewki (dwuwypukªej). Wystar-
czy znale¹¢ pole i obj¦to±¢ dla ka»dej z czasz z osobna, a szukana
b¦dzie ich sum¡, tzn. P = P1+P2 oraz V = V1+V2. Z polecenia
wiemy, »e ρ = 6cm, h1 = 2cm, h2 = 3cm.

Czasza i odcinek kuli:

Czasz¡ nazwiemy cz¦±¢ wspóln¡ sfery i póªprzestrzeni do-
mkni¦tej, wyznaczonej przez pªaszczyzn¦ tej sfery, tzn. to
cz¦±¢ sfery ograniczonej przez pewien okr¡g le»¡cy na tej
sferze.
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R

r

h

Przyj¦te oznaczenia to: R−promie« kuli, r−promie« cza-
szy, h− strzaªka czaszy (potocznie zwana wysoko±ci¡).
Pole powierzchni czaszy wynosi:

P = 2πRh.

Zale»no±¢ pomi¦dzy strzaªk¡ a promieniem wskazuje
wzór:

r =
√
(2R− h)h.

Bryª¦ ograniczon¡ przez czasz¦ i jej podstaw¦ nazwiemy
odcinkiem kuli, zatem to cz¦±¢ wspólna kuli i póªprze-
strzeni domkni¦tej wyznaczonej przez pªaszczyzn¦ przeci-
naj¡c¡ t¦ kul¦. Jej brzegiem jest suma koªa i czaszy.
Obj¦to±¢ odcinka kuli wynosi:

V =
π

3
h2(3R− h).

Przedstawmy rysunek bryªy i wprowad¹my odpowiednie ozna-
czenia. Niech P1 oznacza powierzchni¦ górnej czaszy, P2 dolnej.
Poprzez V1 b¦dziemy rozumie¢ obj¦to±¢ górnego odcinka kuli, V2
� dolnego.
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ρ

h1

h2

Zauwa»my, »e aby rozwi¡za¢ zadanie, potrzebujemy wyznaczy¢
promienie kul, co uzyskujemy, przeksztaªcaj¡c wzór na zale»no±¢
pomi¦dzy strzaªk¡ a promieniem:

R =
r2 + h2

2h
.

Obliczamy poszczególne promienie, zaczynaj¡c od promienia kuli
dla górnej czaszy:

R1 =
ρ2 + h21
2h1

=
36 + 4
4
= 10 [cm] .

Dla dolnej mamy:

R2 =
ρ2 + h22
2h2

=
36 + 9
6
=
15
2
[cm] .

Przechodzimy do obliczenia pola bryªy:

P = P1 + P2 = 2πR1h1 + 2πR2h2 = 2π(R1h1 +R2h2)

= 2π
(
10 · 2 + 15

2
· 3
)
= 85π

[
cm2

]
.

Pozostaªo obliczy¢ obj¦to±¢:

V = V1 + V2 =
π

3
h21(3R1 − h1) +

π

3
h22(3R2 − h2)

=
π

3

[
h21(3R1 − h1) + h22(3R2 − h2)

]
=
π

3

[
4(30− 2) + 9

(
45
2
− 3
)]
=
575π
6
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= 95
5
6
π
[
cm3

]
.

Ostatecznie pole powierzchni bryªy wynosi: P = 85π cm2, a ob-
j¦to±¢ V = 95 56π cm

3.

Zadania tego typu, niezale»nie od zadanej bryªy, mo»na roz-
wi¡zywa¢ stosuj¡c metod¦ obliczania obj¦to±ci i pola powierzchni
bryªy przy u»yciu caªki podwójnej. Zaprezentujemy takie rozwi¡-
zanie dla powy»szych danych. Zaªó»my, »e okr¡g wspomniany
w zadaniu le»y na pªaszczy¹nie OXY , a jego ±rodek w punk-
cie (0, 0, 0). Szkicujemy rysunek pogl¡dowy, na który nanosimy
dane z zadania. Do naszych celów wystarczy rysunek w dwóch
wymiarach - rzut na pªaszczyzn¦ wyznaczon¡ przez osie x oraz z.

6 x

z

(0, z1)

O1

h1

h2

(0, z2)

O2

R1

R2

ρ

Zaczynamy od wyznaczenia ±rodka i promienia okr¦gu O1.
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Równanie okr¦gu:

Okr¡g o ±rodku w punkcie (a, b) i promieniu R > 0 jest
zbiorem wszystkich punktów pªaszczyzny (x, y) speªnia-
j¡cych równanie:

(x− a)2 + (y − b)2 = R2.

Powy»sze równanie jest postaci¡ kanoniczn¡.

x

y

S

a

b

Równanie okr¦gu o ±rodku w punkcie S = (0, z1) i promieniu R1
mo»emy zapisa¢ w postaci:

x2 + (z − z1)2 = R21.

Podstawiamy do niego wspóªrz¦dne dwóch punktów, które nale»¡
do okr¦gu � (0, 2) oraz (6, 0) � i tworzymy ukªad równa«:{

02 + (2− z1)2 = R21
62 + (0− z1)2 = R21.

Po podniesieniu do kwadratu otrzymujemy:{
4− 4z1 + z21 = R21
36 + z21 = R21.

Przyrównujemy do siebie obie strony równania:

36 + z21 = 4− 4z1 + z21 .

St¡d wyliczamy z1 = −8. Otrzymany wynik podstawiamy do
pierwszego równania, sk¡d wyznaczamy R1 = 10. Ostatecznie
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równanie okr¦gu O1 ma posta¢:

x2 + (z + 8)2 = 100,

natomiast równanie kuli K1, której rzutem jest ów okr¡g:

x2 + y2 + (z + 8)2 = 100.

Interesuje nas cz¦±¢ kuli dla z  0. Wyznaczamy z z równania
kuli, pami¦taj¡c o tym zaªo»eniu:

z =
√
100− x2 − y2 − 8.

Zapisujemy ostatecznie równanie górnej cz¦±ci czaszy:{
z =

√
100− x2 − y2 − 8
x2 + y2 ¬ 62.

Równanie dolnej cz¦±ci czaszy wyznaczamy analogicznie z uwzgl¦d-
nieniem, »e tym razem mamy z ¬ 0, otrzymuj¡c:{

z = −
√
( 152 )

2 − x2 − y2 + 92
x2 + y2 ¬ 62.

Przechodzimy teraz do wªa±ciwej cz¦±ci rozwi¡zania, w której
pokrótce postaramy si¦ przybli»y¢ temat caªki pod k¡tem za-
stosowania do wyznaczenia pola powierzchni i obj¦to±ci bryªy.
Zaczniemy od policzenia obj¦to±ci czaszy.

Obj¦to±¢ bryªy ograniczonej obszarem:

Je»eli bryªa ograniczona jest obszarem D:{
a ¬ x ¬ b

g1(x) ¬ y ¬ g2(x)

oraz funkcjami dwóch zmiennych f1 i f2, odpowiednio z
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Czasze

doªu i z góry, to wzór na jej obj¦to±¢ jest nast¦puj¡cy:

V =
∫∫
D

(f1(x, y)− f2(x, y)) dx dy

=
∫ b
a

∫ g2(x)
g1(x)

(f1(x, y)− f2(x, y)) dx dy.

Poniewa» w naszym przypadku obszarem, po którym caªkujemy,
jest okr¡g, przydatne oka»e si¦ przej±cie na wspóªrz¦dne biegu-
nowe, którego dokonujemy przez podstawienie{

x = r · cosφ
y = r · sinφ

oraz zastosowanie nast¦puj¡cego faktu:

Obj¦to±¢ bryªy ograniczonej obszarem dla wspóª-
rz¦dnych biegunowych:

Je±li D jest obszarem caªkowania danym odpowiednio ja-
ko: {

a ¬ x ¬ b
g1(x) ¬ y ¬ g2(x)

oraz równowa»nie: {
0 ¬ r ¬ R
0 ¬ φ ¬ 2π,

gdzie x = r cosφ, y = r sinφ, f1 i f2 jak wy»ej, wzór na
obj¦to±¢ bryªy przedstawia si¦ nast¦puj¡co:

V =
∫∫
D

(f1(r cosφ, r sinφ)− f2(r cosφ, r sinφ)) r dr dφ

=
∫ 2π
0

∫ R
0
(f1(r cosφ, r sinφ)− f2(r cosφ, r sinφ)) r dr dφ.
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Uzyskujemy wówczas staªe granice caªkowania, co znacznie uªa-
twi obliczenia. W naszym przypadku funkcj¡ ograniczaj¡c¡ z gó-
ry jest: f1(x, y) =

√
100− x2 − y2 − 8, a ograniczaj¡c¡ z doªu:

f2(x, y) = −
√
( 152 )

2 − x2 − y2 + 92 , natomiast obszarem caªko-

wania wspomniany okr¡g: x2 + y2 ¬ 62. Dokonujemy przej±cia
na wspóªrz¦dne biegunowe:{

x = r cosφ φ ∈ [0, 2π)
y = r sinφ r ∈ [0, 6].

Uzyskujemy wówczas: f1(r cosφ, r sinφ) =
√
100− r2 − 8 oraz

f2(r cosφ, r sinφ) = −
√(
15
2

)2 − r2+ 92 . Podstawiaj¡c wyliczone
funkcje do wzoru na obj¦to±¢, mamy:

V =
∫ 2π
0

∫ 6
0

√100− r2 − 8 +
√(
15
2

)2
− r2 − 9

2

 r dr dφ.

Liniowo±¢ caªki:

Dla dowolnych staªych a, b oraz funkcji caªkowalnych f
i g prawdziwy jest wzór:∫

(af + bg) = a
∫
f + b

∫
g.

Zajmijmy si¦ najpierw obliczeniem caªki wewn¦trznej, któr¡ ozna-
czymy jako I. Korzystamy tu z liniowo±ci caªki, dodaj¡c uprzed-
nio −8 do − 92 :

I =
∫ 6
0

√
100− r2 r dr +

∫ 6
0

√(
15
2

)2
− r2 r dr −

∫ 6
0

25
2
r dr.

Obliczymy ka»d¡ z tych caªek z osobna, w dwóch pierwszych sto-
suj¡c metod¦ caªkowania przez podstawienie (patrz ramka poni-
»ej) oraz podstawowe wzory na pochodne (patrz str. 1).
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Metoda caªkowania przez podstawienie:

Dla funkcji ci¡gªej f i funkcji g, maj¡cej ci¡gª¡ pochodn¡,
zachodzi nast¦puj¡cy wzór:∫ b

a

f(g(x)) · g′(x)dx =
∫ β
α

f(t)dt,

gdzie t = g(x), dt = g′(x)dx, g(a) = α, g(b) = β.

I1 =
∫ 6
0

√
100− r2 r dr =

∣∣∣∣∣∣
100− r2 = t
−2r dr = dt
r dr = −dt2

∣∣∣∣∣∣ = −12
∫ 64
100

√
t dt

Odwrócenie kolejno±ci granic caªkowania:

Dla dowolnej funkcji caªkowalnej na przedziale [a, b] praw-
dziwy jest wzór: ∫ b

a

f = −
∫ a
b

f.

I1 =
1
2

∫ 100
64

√
t dt

Podstawowe wzory na caªki:

�
∫
a = ax+ C dla a ∈ R,

�
∫
xn = 1

n+1x
n+1 + C dla n ∈ R \ {−1},

gdzie C jest dowoln¡ staª¡. W przypadku caªek oznaczo-
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nych, czyli takich z granicami caªkowania, nie dopisujemy
staªej C, a korzystamy z poni»szego wzoru.

Wzór Newtona-Leibniza:∫ b
a

f(x)dx = [F (x)]ba = F (b)− F (a),

gdzie F jest funkcj¡ pierwotn¡ funkcji f ci¡gªej na prze-
dziale [a, b], tzn. F ′(x) = f(x).

Stosuj¡c wzór na caªk¦ z xn przy n = 1
2 oraz wzór Newtona-

Leibniza, obliczamy:

I1 =
1
2

[
2
3
t
√
t

]100
64
=
1000
3
− 64 · 8
3
=
488
3
.

Caªk¦ I2 =
∫ 6
0

√(
15
2

)2 − r2 r dr liczymy przy u»yciu analogicz-

nych podstawie« i metod, otrzymuj¡c: I2 = 441
4 . Caªka I3 =∫ 6

0
25
2 r dr jest elementarna, wi¦c obliczamy j¡, korzystaj¡c ze

wzoru na caªk¦ z xn przy n = 1 oraz liniowo±ci caªki, uzyskuj¡c w
wyniku: I3 = −225. Mo»emy teraz wróci¢ do caªki I i podstawi¢
otrzymane wyniki:

I =
488
3
+
441
4
− 225 = 575

12
.

Powracamy do wyj±ciowego wzoru na obj¦to±¢, podstawiamy wy-
nik caªki I i prowadzimy obliczenia do ko«ca:

V =
∫ 2π
0

575
12
dφ =

575
12
[φ]2π0 =

575
12
·2π = 575

6
π = 95

5
6
π
[
cm3

]
.

Przechodzimy do obliczenia pola powierzchni bryªy.
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Pochodna funkcji zªo»onej:

Je»eli funkcja f ma pochodn¡ w punkcie g(x), a funkcja
g - w punkcie x, to:

(f(g(x))′ = f ′(g(x)) · g′(x).

Pochodne cz¡stkowe funkcji dwóch zmiennych:

∂f
∂x ,

∂f
∂y obliczamy tak jak �zwykªe� pochodne, w pierw-

szym przypadku traktuj¡c y, a w drugim x jako staª¡.

Pole pªata powierzchniowego funkcji dwóch
zmiennych ograniczonej obszarem:

Wzór na pole pªata powierzchniowego funkcji dwóch
zmiennych f ograniczonej obszarem D:{

a ¬ x ¬ b
g1(x) ¬ y ¬ g2(x)

jest nast¦puj¡cy:

P =
∫∫
D

√
1 +

(
∂f

∂x

)2
+
(
∂f

∂y

)2
dxdy

=
∫ b
a

∫ g2(x)
g1(x)

√
1 +

(
∂f

∂x

)2
+
(
∂f

∂y

)2
dxdy,

gdzie ∂f∂x ,
∂f
∂y s¡ pochodnymi cz¡stkowymi funkcji f .

Zauwa»my, »e we wzorze wyst¦puje tylko jedna funkcja, a nie jak
w przypadku obj¦to±ci � ograniczaj¡ca z góry i z doªu. Wobec
tego konieczne jest podzielenie naszego rozwi¡zania na dwa etapy
� najpierw obliczymy pole dla z  0, nast¦pnie dla z ¬ 0. W
tym wypadku uwzgl¦dnimy zmian¦ znaku funkcji ograniczaj¡cej,
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poniewa» pole powierzchni jest dodatnie. Na ko«cu dodamy do
siebie oba wyniki, uzyskuj¡c szukan¡ obj¦to±¢ bryªy. Oznaczmy
pole górnej powierzchni jako P1. Obliczamy pochodne cz¡stkowe
funkcji f(x, y) =

√
100− x2 − y2 − 8:

∂

∂x

(√
100− x2 − y2 − 8

)
=

−x√
100− x2 − y2

∂

∂y

(√
100− x2 − y2 − 8

)
=

−y√
100− x2 − y2

.

Podstawiamy dane do wzoru na pole pªata powierzchniowego
funkcji f , ograniczonej okr¦giem x2 + y2 ¬ 6 i analogicznie jak
przy liczeniu obj¦to±ci, przechodzimy na wspóªrz¦dne biegunowe:

P1 =
∫∫
x2+y2¬6

√
1 +

x2

100− x2 − y2
+

y2

100− x2 − y2
dx dy

=
∫ 2π
0

∫ 6
0

√
1 +

r2

100− r2
r dr dφ =

∫ 2π
0

∫ 6
0

10√
100− r2

r dr dφ.

Rozpoczynamy od obliczenia caªki wewn¦trznej metod¡ przez
podstawienie, wykorzystuj¡c zale»no±ci wprowadzone w cz¦±ci
dotycz¡cej obj¦to±ci:

∫ 6
0

10√
100− r2

r dr =

∣∣∣∣∣∣
100− r2 = t
−2r dr = dt
r dr = −dt2

∣∣∣∣∣∣ = −12
∫ 64
100

10 dt√
t

=
1
2

∫ 100
64

10 dt√
t
= 10

[√
t
]100
64

= 100− 80 = 20.

Podstawiamy otrzymany wynik caªki wewn¦trznej do wyznaczo-
nego wzoru na P1 i za pomoc¡ poznanych wzorów i prostych
oblicze« dochodzimy do wyniku:

P1 =
∫ 2π
0
20 dφ = 20 · 2π = 40π.
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Pole dolnej powierzchni P2 wyliczamy analogicznie, pami¦taj¡c

o zmianie znaku funkcji g(x, y) =
√(
15
2

)2 − x2 − y2 − 92 . W re-
zultacie otrzymujemy P2 = 45π. Szukane pole powierzchni bryªy
wyznaczamy przez zsumowanie obu wyników:

P = P1 + P2 = 40π + 45π = 85π
[
cm2

]
.

Zauwa»my, »e wyliczone za pomoc¡ caªki podwójnej obj¦to±¢ i
pole powierzchni bryªy pokrywaj¡ si¦ z tymi uzyskanymi wcze-
±niej.

Autorki rozwi¡zania: Adrianna Smoli«ska i Klaudia Piwo-
warczyk
Opieka merytoryczna: dr Katarzyna Taczaªa

Sylwetka abiturienta: Paweª Kazimierz
Cyms, urodzony 2 marca 1894 w Pawªowie
(pow. witkowski). Po maturze wst¡piª do Ar-
cybiskupiego Seminarium Duchownego w Po-
znaniu. W 1916 r. wcielony do armii niemiec-
kiej. Uko«czyª szkoª¦ o�cersk¡. Na pocz¡t-
ku 1919 r. dowodziª kompani¡ gnie¹nie«sko-
wrzesi«sk¡ wyzwalaj¡c¡ Trzemeszno, Mogil-

no, Strzelno, Kruszwic¦ i Inowrocªaw. Braª udziaª w wojnie
polsko-bolszewickiej i w III Powstaniu �l¡skim. W czasie II
wojny dziaªaª w ZWZ-AK. Zmarª 13 listopada 1949 r.
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14
Kula i walec

Na ko«cach A i B sztywnej, niewa»kiej linii prostej zawieszono
walec o promieniu i wysoko±ci a oraz wydr¡»on¡ kul¦ ze ±cian¡ o
grubo±ci d = 1

m · a, obydwa wykonane z tego samego materiaªu.
Jak du»y musi by¢ promie« zewn¦trznej sfery, je±li punkt, w
którym AB ma uzyska¢ równowag¦, ma znajdowa¢ si¦ na linii
AB w 4 : 3 jej dªugo±ci?
Przyjmij m = 3

√
30.

�ródªo: [1, sygn. 132, str. 40 � 41], matura z 9.02.1892 r.

Rozwi¡zanie:
Rysunek pomocniczy:

a

a

R

r

d

4:3A B

Niech Vk oznacza obj¦to±¢ wydr¡»onej kuli, za± Vw � obj¦to±¢
walca. Mamy:

Vw = a3π

Vk =
4
3
π(R3 − (R− d)3).
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Kula i walec

Równanie d¹wigni:

Równanie d¹wigni opisuje równowag¦ momentów siª dzia-
ªaj¡cych na d¹wigni¦. Dla d¹wigni dwustronnej mo»emy
zapisa¢ je w postaci:

F1 · d1 = F2 · d2,

gdzie F1 i F2 to siªy dziaªaj¡ce na d¹wigni¦, a d1 i d2
to ich odpowiednie odlegªo±ci od punktu podparcia. Wa-
runek ten gwarantuje równowag¦ d¹wigni. W przypadku,
gdy siªy te pochodz¡ od mas zawieszonych na d¹wigni,
wielko±ci F1 oraz F2 mo»na zast¡pi¢ masami tych obiek-
tów.

d1 d2

F1 F2

W tym wypadku siªy F1 i F2 oznaczaj¡ siª¦ grawitacji z jak¡
ziemia przyci¡ga odpowiednio walec oraz kul¦. Wyra»a si¦ je na-
st¦puj¡cymi wzorami F1 = mw ·g i F2 = mk ·g, gdziemw = Vw ·s
imk = Vk ·s (s oznacza g¦sto±¢ materiaªu, z którego wykonane s¡
kula i walec � patrz str. 176), oznaczaj¡ masy walca i kuli. Oba
obiekty s¡ wykonane z tego samego materiaªu oraz przyspiesze-
nie ziemskie oddziaªuje na nie tak samo, co oznacza, »e ich masy,
a co za tym idzie siªa grawitacji, s¡ wprost proporcjonalne do ob-
j¦to±ci. Je»eli chcemy, by punkt równowagi znajdowaª si¦ w 4:3
dªugo±ci linii, to z powy»szego równania d¹wigni otrzymujemy
nast¦puj¡c¡ równo±¢:

4a3π = 3 · 4
3
π(R3 − (R− d)3),

któr¡ mo»na przeksztaªci¢ w nast¦puj¡cy sposób:

a3 = R3 − (R− d)3
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Kula i walec

a3 = R3 −R3 + 3R2d− 3Rd2 + d3

a3 = 3R2d− 3Rd2 + d3

3R2d− 3Rd2 + d3 − a3 = 0.

Teraz, podstawiaj¡c d = 1
m ·a, otrzymamy równanie kwadratowe

o nast¦puj¡cej postaci:

3R2
a

m
− 3R a

2

m2
+
a3 − a3m3

m3
= 0.

Wyró»nik tego równania wzgl¦dem R ma nast¦puj¡c¡ posta¢:

∆ =
9a4

m4
− 4 · a

3 − a3m3

m3
· 3a
m
.

Celem uproszczenia zapisu, na tym etapie podstawimy m = 3
√
30

tylko w liczniku, otrzymuj¡c:

∆ =
357a4

m4
⇒

√
∆ =

√
357a2

m2

Powy»sze równanie ma zatem dwa rozwi¡zania:

R =
3a2 +

√
357a2

m2
· m
6a
=
a(3 +

√
357)

6 3
√
30

oraz

R =
3a2 −

√
357a2

m2
· m
6a
=
a(3−

√
357)

6 3
√
30

.

Promie« sfery nie mo»e by¢ ujemny, wi¦c z tych rozwi¡za« wy-
bieramy pierwsze:

R =
a(3 +

√
357)

6 3
√
30

≈ 1,174a.

Autor rozwi¡zania: Adam Nawrocki
Opieka merytoryczna: dr Paweª Pªaczek
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15
�wiec¡cy Punkt

Jak daleko musi znajdowa¢ si¦ ±wiec¡cy punkt od kuli, aby o±wie-
tlona cz¦±¢ stanowiªa 14 jej powierzchni?

�ródªo: [1, sygn. 183, str. 1, 21�22], matura z 1899 r., termin wielkanocny

Rozwi¡zanie:
Wpierw wyobra¹my sobie t¦ sytuacj¦. Mamy dan¡ kul¦ oraz od-
dalony od niej ±wietlisty punkt. Na poni»szym rysunku O jest
±rodkiem kuli, R jest jej promieniem, natomiast P reprezentuje
¹ródªo ±wiatªa. Nast¦pnie zaznaczmy poprzez x odlegªo±¢ punktu
od powierzchni kuli - szukan¡ zadania. Zauwa»my, »e o±wietlon¡
powierzchni¦ ograniczaj¡ styczne do kuli - f i g, poprowadzone
od ±wiec¡cego punktu. Punkty styku oznaczmy przez Q oraz S.
Zwró¢my te» uwag¦, »e szukana przez nas powierzchnia, to nic
innego, jak odcinek kuli bez podstawy. Odlegªo±¢ |QS| mi¦dzy
punktami styku jest najwi¦ksza - równa ±rednicy (wyci¦tej) pod-
stawy, o której mowa powy»ej.
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�wiec¡cy Punkt

P

O
R

P

O
R

f g

Q S

x

Odcinek kuli jest bryª¡ ograniczon¡ przez czasz¦ i jej podsta-
w¦. Przypomnijmy, »e wzory zwi¡zane z czaszami omówili±my
w rozdziale 13 (patrz str. 119). Interesuje nas jedynie o±wietlona
powierzchnia, czyli czasza. Skorzystamy ze wzoru na pole boczne
odcinka kuli, tzn. pole czaszy:

Pczaszy = 2πRh.

P

O

R

Q S

x

y

Aby rysunek staª si¦ czytelniejszy dla
oblicze«, narysujemy go w przekro-
ju. Oznaczenia pozostaj¡ te same. Do-
datkowo poª¡czymy ze sob¡ punkty
styku - Q oraz S, przez y zaznaczymy
brakuj¡c¡ odlegªo±¢ od punktu prze-
ci¦cia najkrótszej prostej przechodz¡-
cej przez P i kul¦ (czyli prostej �re-
alizuj¡cej� odlegªo±¢ x) do tego ª¡cze-
nia. Widzimy, »e dopisana odlegªo±¢
y, to nic innego jak wysoko±¢ h cza-
szy. Podstawmy do wzorów to, co do-
tychczas wiemy. Chcemy, aby o±wie-
tlona cz¦±¢ stanowiªa 14 powierzchni
kuli, wi¦c:

Pczaszy =
1
4
Pkuli.
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�wiec¡cy Punkt

Zestawiaj¡c wspomniany wcze±niej wzór na pole czaszy ze zmie-
nionym oznaczeniem wysoko±ci oraz wzór na pole kuli (patrz
str. 36) Pkuli = 4πR2, otrzymujemy:

2πRy =
1
4
4πR2,

a po uproszczeniu:

y =
1
2
R.

Znale¹li±my kluczow¡ niewiadom¡ do rozwi¡zania zadania. Teraz
skupimy si¦, by wyznaczy¢ szukan¡ � x. Raz jeszcze, uzupeªnij-
my rysunek. Ze wzgl¦du na fakt, »e f jest styczn¡, ∆PQO jest
trójk¡tem prostok¡tnym. Dªugo±¢ |QT | jest wysoko±ci¡ trójk¡ta
∆PQO, zatem powstaªe trójk¡ty ∆QOT oraz ∆PQT równie»
s¡ prostok¡tne. Mo»emy wi¦c zastosowa¢ twierdzenie Pitagorasa
(patrz str. 35).

P

O

R

Q S

x

y

T

Wpierw dla trójk¡ta ∆QOT :

R2 = |OT |2 + |QT |2.

Uwzgl¦dniaj¡c y = 1
2R dla |OT | =

R− y, otrzymujemy:

|QT |2 = R2 − 1
4
R2 =

3
4
R2.

Teraz z trójk¡tów ∆PQO i ∆PQT
dostajemy ukªad równa«:{

|QP |2 = |QT |2 + |PT |2
|QP |2 +R2 = |OP |2.

Wprowadzaj¡c znane dane i prze-
ksztaªcaj¡c, mamy:{

|QP |2 = 34R
2 +

(
x+ 12R

)2
|QP |2 = (x+R)2 −R2.

St¡d:
3
4
R2 +

(
x+
1
2
R

)2
= (x+R)2 −R2.
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�wiec¡cy Punkt

Po rozwini¦ciu, np. ze wzoru skróconego mno»enia na kwadrat
sumy, tj. (a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2, mamy:

3
4
R2 + x2 + xR+

1
4
R2 = x2 + 2xR+R2 −R2,

co po uporz¡dkowaniu daje:

R2 = xR.

Mo»emy obustronnie podzieli¢ przez R, poniewa» jest to dªugo±¢
promienia zadanej kuli � czyli wielko±¢ dodatnia:

x = R.

Zatem, aby ±wiec¡cy punkt o±wietlaª 14 powierzchni kuli, musi
by¢ od niej oddalony o odlegªo±¢ jej promienia � R.

Zadanie mo»na te» rozwi¡za¢, korzystaj¡c z podobie«stwa trój-
k¡tów � tak wªa±nie podszedª do tego problemu abiturient pisz¡-
cy t¦ matur¦.

Podobie«stwo trójk¡tów:

Mówimy, »e trójk¡ty △ABC oraz △A′B′C ′ s¡ podobne,
je»eli ich boki s¡ parami proporcjonalne, tzn.:

|AB|
|A′B′|

=
|BC|
|B′C ′|

=
|AC|
|A′C ′|

.

Zapisujemy to w nast¦puj¡cy sposób:

△ABC ∼ △A′B′C ′

Przykªadowo, trójk¡ty na poni»szym rysunku s¡ podobne.
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�wiec¡cy Punkt

A B

C

α β

γ

A′ B′

C′

α β

γ

Trójk¡ty podobne maj¡ k¡ty o tej samej mierze. Je»eli
zachodzi dowolny z poni»szych warunków, to trójk¡ty s¡
podobne:

� cecha KKK (K¡t-K¡t-K¡t) � miary odpowiednich
k¡tów s¡ równe,

� cecha BBB (Bok-Bok-Bok) � stosunki odpowiednich
dªugo±ci boków s¡ równe,

� cecha BKB (Bok-K¡t-Bok) � stosunki dªugo±ci
dwóch par boków s¡ równe i maj¡ równe miary k¡-
tów pomi¦dzy tymi bokami.

Po ponownym wyliczeniu, »e y = 1
2R i stworzeniu odpowied-

nich rysunków, zauwa»amy, »e ∆PQO oraz ∆QTO s¡ podob-
ne z cechy KKK (s¡ to trójk¡ty prostok¡tne, o wspólnym k¡cie
∡QOP = ∡QOT ). Wobec tego mo»emy zapisa¢ stosunek:

|OQ|
|OT |

=
|OP |
|OQ|
.

Uwzgl¦dniaj¡c przyj¦te oznaczenia, otrzymujemy:

R2 = (x+R) · R
2
,

sk¡d wyliczamy x = R.

Autorka rozwi¡zania: Adrianna Smoli«ska
Opieka merytoryczna: dr Piotr Mizerka
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Cz¦±¢ V

Geometria sferyczna
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Geometria sferyczna

W tej cz¦±ci pojawi¡ si¦ zadania zwi¡zane z geometri¡ na po-
wierzchni kuli. Poniewa» obecny program szkóª nie omawia tych
zagadnie«, to poni»ej przedstawimy poj¦cia niezb¦dne do zrozu-
mienia i rozwi¡zania zada« z ni¡ zwi¡zanych.

Okr¦giem wielkim nazywamy taki okr¡g na sferze, którego
±rodek pokrywa si¦ ze ±rodkiem sfery. Na poni»szym rysunku
okr¦gi wielkie zostaªy narysowane kolorem czarnym, natomiast
okr¦gi szare nie s¡ okr¦gami wielkimi.

�atwo zauwa»y¢, »e dowolne dwa ró»ne okr¦gi wielkie przecinaj¡
si¦ w dokªadnie dwóch punktach. K¡t pomi¦dzy stycznymi do
tych okr¦gów w punkcie przeci¦cia nazywamy k¡tem mi¦dzy
okr¦gami wielkimi.
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Geometria sferyczna

Przez dwa dowolne punkty sfery, które nie s¡ ko«cami jednej
±rednicy, przechodzi dokªadnie jeden okr¡g wielki. Przez punk-
ty, które s¡ ko«cami jednej ±rednicy (np. biegun póªnocny i bie-
gun poªudniowy na kuli ziemskiej) przechodzi niesko«czenie wie-
le okr¦gów wielkich. Odlegªo±ci¡ sferyczn¡ mi¦dzy punktami
na sferze nazywamy miar¦ k¡ta ±rodkowego, na którym oparty
jest ªuk okr¦gu wielkiego przechodz¡cego przez te punkty.

Niech dane b¦d¡ punkty A,B,C niele»¡ce na jednym okr¦gu
wielkim. Trójk¡tem sferycznym o wierzchoªkach A,B,C na-
zywamy fragment sfery ograniczony przez trzy ªuki okr¦gów wiel-
kich wyznaczonych przez pary punktów A i B, B i C oraz A i C
odpowiednio. Przez dªugo±¢ boku w takim trójk¡cie rozumie-
my odlegªo±¢ sferyczn¡ mi¦dzy wierzchoªkami. Trójk¡t nazywa-
my eulerowskim, je±li wszystkie boki maj¡ dªugo±¢ mniejsz¡
ni» 180◦.
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Geometria sferyczna

A B

C
γ

β

ab

c

α
ab
c

W zadaniach z tej cz¦±ci b¦dziemy korzysta¢ z nast¦puj¡cego
twierdzenia:

Twierdzenie 15.1 (I twierdzenie cosinusów dla trójk¡tów sfe-
rycznych). Niech α, β, γ b¦d¡ k¡tami w trójk¡cie sferycznym.
Niech a, b, c b¦d¡ dªugo±ciami boków naprzeciwko k¡tów α, β, γ
odpowiednio. Wówczas zachodz¡ nast¦puj¡ce wzory:

cos c = cos a · cos b+ sin a · sin b · cos γ
cos a = cos b · cos c+ sin b · sin c · cosα
cos b = cos c · cos a+ sin c · sin a · cosβ.

Autorka tekstu: Zo�a Goªaska
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16
Ze Strassburga do Drezna

Jaka jest najkrótsza odlegªo±¢ (na kuli) mi¦dzy Strassburgiem
(48, 58◦N ; 7, 77◦E) a Dreznem (51, 04◦N ; 13, 73◦E)?
�ródªo: [1, sygn. 237, str. 6 � 7], matura z 7.09.1909 r.

Tre±¢ zadania zapisana (w j¦zyku niemieckim) przez
Leona Cymsa, 7.09.1909 r.
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Ze Strassburga do Drezna

Rozwi¡zanie:

Wspóªrz¦dne geogra�czne:

Poªo»enie punktu na Ziemi okre±lamy za pomoc¡ wspóª-
rz¦dnych geogra�cznych. Dªugo±ci¡ geogra�czn¡ na-
zywamy k¡t mi¦dzy póªpªaszczyzn¡ poªudnika zerowego
a póªpªaszczyzn¡ poªudnika na którym znajduje si¦ da-
ny punkt. Na rysunku jest ona oznaczona symbolem λ.
Dªugo±¢ geogra�czna przyjmuje warto±ci od 0◦ do 180◦.
Szeroko±ci¡ geogra�czn¡ (k¡t ϕ na rysunku) nazywa-
my k¡t pomi¦dzy pªaszczyzn¡ równika a prost¡ przecho-
dz¡c¡ przez dany punkt i ±rodek Ziemi. Przyjmuje ona
warto±ci od 0◦ do 90◦. Podaj¡c wspóªrz¦dne geogra�czne
w pierwszej kolejno±ci podajemy szeroko±¢, nast¦pnie dªu-
go±¢ geogra�czn¡. Dodatkowo podajemy czy punkt znaj-
duje si¦ na póªkuli póªnocnej czy poªudniowej dopisuj¡c
do szeroko±ci geogra�cznej liter¦ N lub S odpowiednio.
Podobnie do dªugo±ci geogra�cznej dopisujemy liter¦ E
lub W w zale»no±ci od tego czy punkt znajduje si¦ na
póªkuli wschodniej czy zachodniej.

N

P

ϕ

λ

O
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Ze Strassburga do Drezna

Czasami zamiast zaznaczania symbolami na której póª-
kuli znajduje si¦ dany punkt, przyjmujemy, »e punkty na
póªkuli poªudniowej maj¡ ujemn¡ szeroko±¢ geogra�czn¡,
a punkty na póªkuli zachodniej - ujemn¡ dªugo±¢ geogra-
�czn¡.

Rozwa»my trójk¡t sferyczny utworzony przez biegun póªnocnyN ,
Strassburg A i Drezno B.

γ

γ

A

N

B

a b

K¡t γ mi¦dzy pªaszczyznami wyznaczonymi przez ªuk NA (czyli
fragment poªudnika, na którym le»y Strassburg) oraz ªuk NB
(czyli fragment poªudnika, na którym le»y Drezno) jest równy
ró»nicy dªugo±ci geogra�cznych obu tych miast

γ = 13, 73◦ − 7, 77◦ = 5, 96◦.

Niech a oraz b b¦d¡ dªugo±ciami sferycznymi boków NA i NB
odpowiednio. Zauwa»my teraz, »e suma k¡ta a i szeroko±ci geo-
gra�cznej Strassburga jest równa 90◦. St¡d:

a = 90◦ − 48, 58◦ = 41, 42◦.

Podobnie

b = 90◦ − 51, 04◦ = 38, 96◦.
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Ze Strassburga do Drezna

Obliczymy k¡t c, czyli k¡t, na którym oparty jest ªukAB. Z twier-
dzenia cosinusów dla trójk¡tów sferycznych mamy, »e:

cos c = cos a · cos b+ sin a · sin b · cos γ.

Zatem

cos c = cos 41, 42◦ · cos 38, 96◦ + sin 41, 42◦ · sin 38, 96◦ · cos 5, 96◦

≈ 0, 99683.

St¡d

c ≈ 4, 56◦.

Szukana odlegªo±¢ jest równa c
360◦ 2πR, gdzie R to promie« Zie-

mi. Przyjmuj¡c teraz, »e promie« Ziemi R jest równy 6371km,
dostajemy szukan¡ odlegªo±¢

c

360◦
· 2πR ≈ 4, 56

◦

360◦
· 2π · 6371km ≈ 507km.

Autorka rozwi¡zania: Zo�a Goªaska
Opieka merytoryczna: dr Adam Przestacki

Sylwetka abiturienta: Leon Cyms ur.
19.02.1885 r. w G¡siorkach w pow. staro-
gardzkim. Byª bratem powsta«ców Adolfa i
Pawªa. Matur¦ zdaª w 1909 r. w Gnie¹nie.
Po uko«czeniu studiów seminaryjnych w Po-
znaniu i w Gnie¹nie, w 1914 r. przyj¡ª ±wi¦-
cenia kapªa«skie. Od listopada 1918 czªonek
Polskiej Organizacji Wojskowej, w czasie Po-
wstania Wielkopolskiego kapelan II kompanii

grodziskiej. Od 1921 r. proboszcz w Gry»ynie. Zmarª 23
sierpnia 1931 r.
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Ze Strassburga do Drezna

Rozwi¡zanie abiturienta. Literka r w lewym dolnym rogu zostaªa
napisana przez nauczyciela i oznacza richtig (poprawnie)
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17
Statek

Statek pªynie z pocz¡tkowym azymutem α = 20◦25′ z miejsca C,
którego wspóªrz¦dne wynosz¡ (65◦30′N ; 3◦45′10′′E) najkrótsz¡
drog¡ do miejscaA, które znajduje si¦ na zachód od C, i pokonuje
600 mil geogra�cznych. Jaka jest odlegªo±¢ (na kuli) miejsca A
od miejsca B o wspóªrz¦dnych (20◦25′10′′N ; 30◦55′5′′E)?
�ródªo: [1, sygn. 236, str. 26�30], matura z 20.01.1909 r.

Rozwi¡zanie:

Mile geogra�czne: Mila geogra�czna to jednostka dªu-
go±ci równa dªugo±ci ªuku okr¦gu wielkiego ma powierzch-
ni Ziemi, opartego na k¡cie ±rodkowym 1

15
◦
. Przykªadowo

równik ma dªugo±¢ 360 ·15 mil geogra�cznych, a odlegªo±¢
mi¦dzy biegunem póªnocnym, a biegunem poªudniowym
wynosi 180 · 15 mil geogra�cznych.

Poniewa» statek pªynie najkrótsz¡ drog¡, wi¦c porusza si¦ on po
okr¦gu wielkim, który przecina poªudnik 3◦45′10′′E w punkcie C
pod k¡tem α = 20◦25′.
Zadanie rozwi¡»emy korzystaj¡c trzykrotnie z twierdzenia cosi-
nusów dla trójk¡tów sferycznych. Na pocz¡tku obliczymy wspóª-
rz¦dne geogra�czne punktuA. Rozwa»my trójk¡t sferyczny utwo-
rzony przez biegun póªnocny N , oraz punkty A i C.
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Statek

Tre±¢ zadania zapisana przez Mariana Gªadysza, 20.01.1909 r.

156



Statek

N

A

C
α

a

c

n

Wiemy, »e

∢ACN = 180◦ − α = 159◦35′.

Niech c oznacza odlegªo±¢ sferyczn¡ mi¦dzy punktem C, a bie-
gunem póªnocnym N . Wtedy

c = 90◦ − 65◦30′ = 24◦30′.

Niech n b¦dzie odlegªo±ci¡ sferyczn¡ punktów A i C. Wówczas
z de�nicji mili geogra�cznej mamy

n = 600 · 1
15

◦
= 40◦.

Obliczymy k¡t a, czyli odlegªo±¢ sferyczn¡ mi¦dzy punktami N
i A. Z twierdzenia cosinusów dla trójk¡tów sferycznych (w trój-
k¡cie ACN) wiemy, »e

cos a = cos c · cosn+ sin c · sinn · cos∢ACN
= cos 24◦30′ · cos 40◦ + sin 24◦30′ · sin 40◦ · cos 159◦35′

≈ 0, 447256.

Zatem

a ≈ 63◦25′56′′.
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Statek

Szeroko±¢ geogra�czna punktu A jest równa 90◦− a = 26◦34′4′′.
Aby obliczy¢ dªugo±¢ geogra�czn¡ punktuA obliczymy k¡t ∢ANC.
Z twierdzenia cosinusów (dla trójk¡ta sferycznego ACN) mamy

cosn = cos c · cos a+ sin c · sin a · cos∢ANC.

St¡d

cos∢ANC =
cosn− cos c · cos a
sin c · sin a

=
cos 40◦ − cos 24◦30′ · cos 63◦25′56′′

sin 24◦30′ · sin 63◦25′56′′
≈ 0, 968063.

Zatem

∢ANC = 14◦31′9′′.

Zauwa»my, »e ∢ANC jest równy ró»nicy dªugo±ci geogra�cznych
punktów A i C (o ile przyjmujemy, »e punkty na póªkuli zachod-
niej maj¡ ujemn¡ dªugo±¢ geogra�czn¡). Zatem dªugo±¢ geogra-
�czna punktu A jest równa 3◦45′10′′ − 14◦31′9′′ = −10◦45′59′′.
Podsumowuj¡c, punktAma wspóªrz¦dne (26◦34′4′′N, 10◦45′59′′W ).
Aby obliczy¢ odlegªo±¢ mi¦dzy punktami A i B, obliczymy naj-
pierw odlegªo±¢ sferyczn¡ tych punktów (podobnie jak w zadaniu
Ze Strassburga do Drezna, patrz Rozdziaª 16).

N

A

C
α

a
c

n

B

b

d
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Zauwa»my, »e k¡t sferyczny przy wierzchoªkuN jest równy ró»ni-
cy dªugo±ci geogra�cznych punktów A i B (ponownie, je±li przyj-
mujemy ujemne dªugo±ci geogra�czne dla punktów na póªkuli
zachodniej). Zatem

∢ANB = 30◦55′5′′ − (−10◦45′59′′) = 41◦41′4′′.

Zgodnie z wcze±niejszymi obliczeniami

a = 63◦25′56′′.

Niech b oznacza odlegªo±¢ sferyczn¡ mi¦dzy biegunem póªnoc-
nym N , a punktem B. Wtedy

b = 90◦ − 20◦25′10′′ = 69◦34′50′′.

Szukamy k¡ta d, czyli sferycznej odlegªo±ci mi¦dzy punktami
A i B. Z twierdzenia cosinusów dla trójk¡ta ABN dostajemy
nast¦puj¡c¡ równo±¢:

cos d = cos a · cos b+ sin a · sin b · cos∢ANB
= cos 63◦25′56′′ · cos 69◦34′50′′

+ sin 63◦25′56′′ · sin 69◦34′50′′ · cos 41◦41′4′′

≈ 0, 782029.

Zatem

d ≈ 38◦33′12′′.

St¡d odlegªo±¢ mi¦dzy punktami A i B jest równa

d

360◦
· 2πR = 38

◦33′12′′

360◦
· 2π · 6371km ≈ 4286, 9km.

Autorka rozwi¡zania: Zo�a Goªaska
Opieka merytoryczna: dr Adam Przestacki
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Komentarze nauczyciela po lewej od rozwi¡zania: Drobny bª¡d
w obliczeniach. Zaªo»enie jest bª¦dne (przetªumaczono z j¦zyka
niemieckiego)
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Komentarz nauczyciela po lewej od rozwi¡zania: W dalszym toku
rozumowanie jest poprawne, nie licz¡c bª¦dnego zaªo»enia (prze-
tªumaczono z j¦zyka niemieckiego)
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Komentarz (Zo�a Goªaska):

Ucze« rozwi¡zaª zadanie innym sposobem (patrz skany oryginal-
nej pracy powy»ej). Najpierw obliczyª odlegªo±¢ sferyczn¡ punk-
tów C i B, a potem k¡t ECB, gdzie E = (0◦N, 3◦45′10′′E).
Popeªniª bª¡d, przyjmuj¡c, »e trójk¡t EBC jest prostok¡tny. Na-
st¦pnie obliczyª odlegªo±¢ sferyczn¡ punktów A i B korzystaj¡c
z twierdzenia cosinusów dla trójk¡ta ABC. (K¡t przy wierzchoª-
ku C jest równy (α + ∢ECB), a dªugo±ci boków AC i CB s¡
znane.) Rozwi¡zanie ucznia mo»na poprawi¢ obliczaj¡c k¡t ECB
w inny sposób.

Ciekawostk¡ jest, »e punkt C znajduje si¦ na Morzu Norweskim,
ale punkt A, do którego pªynie statek, a tak»e cz¦±¢ trasy stat-
ku nie znajduje si¦ na morzu. Natomiast je±li zmienimy w tre±ci
zadania mile geogra�czne na mile morskie (1 mila morska od-
powiada dªugo±ci ªuku opartego na 1

60
◦
), to dostajemy bardziej

realistyczny wynik � trasa statku znajduje si¦ w caªo±ci na mo-
rzu, a miejsce A znajduje si¦ w okolicach Edynburga.
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Gwiazda

Gwiazda znajduje si¦ na SW na wysoko±ci h1 = 52◦, a druga na
WNW na wysoko±ci h2 = 22◦. Jaka jest odlegªo±¢ k¡towa mi¦dzy
nimi?
�ródªo: [1, sygn. 247, str. 5 � 6], matura z 13.02.1911 r.

Rysunek do zadania wykonany przez Stanisªawa Abela,
13.02.1911 r.
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Rozwi¡zanie:

Poªo»enie gwiazdy na niebie:

Aby okre±li¢ poªo»enie gwiazdy G na niebie, podajemy
poªo»enie jej rzutu na sfer¦ niebiesk¡. Jest to sfera o do-
wolnym promieniu, której ±rodkiem jest punkt, w którym
znajduje si¦ obserwator. Jednym z ukªadów wspóªrz¦d-
nych sferycznych, w którym zapisuje si¦ poªo»enie gwiaz-
dy, jest ukªad horyzontalny. Poªo»enie w tym ukªa-
dzie okre±lamy za pomoc¡ dwóch wspóªrz¦dnych: azymu-
tu (odpowiednik dªugo±ci geogra�cznej) oraz wysoko±ci
(odpowiednik szeroko±ci geogra�cznej). Okr¡g wielki na
sferze niebieskiej powstaj¡cy poprzez przeci¦cie sfery nie-
bieskiej i pªaszczyzny prostopadªej do linii pionu nazywa-
my lini¡ horyzontu. Punkt przeci¦cia sfery niebieskiej
i linii pionu znajduj¡cy si¦ dokªadnie nad obserwatorem
nazywamy zenitem i oznaczamy liter¡ Z.

N S

E

W

h a

G

Z

Azymutem a punktu G na sferze niebieskiej nazywamy
k¡t mi¦dzy póªpªaszczyzn¡ wyznaczon¡ przez lini¦ pionu
i punkt N a póªpªaszczyzn¡ wyznaczon¡ przez linie pionu
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i punkt G. Azymut mierzony jest w kierunku wschodnim
i przyjmuje warto±ci od 0◦ do 360◦.Wysoko±ci¡ h punk-
tu G nazywamy k¡t mi¦dzy pªaszczyzn¡ horyzontu a pro-
st¡ przechodz¡c¡ przez punkt G i ±rodek sfery. Wysoko±¢
przyjmuje warto±ci od −90◦ do 90◦. Odlegªo±ci¡ k¡to-
w¡ mi¦dzy gwiazdami nazywamy odlegªo±¢ sferyczn¡ ich
rzutów na sfer¦ niebiesk¡.

Komentarz (Zo�a Goªaska):

Niekiedy przyjmuje si¦, »e azymut jest mierzony od póªpªaszczy-
zny zawieraj¡cej punkt S i/lub przyjmuje warto±ci od −180◦ do
180◦.

Pierwsza gwiazda jest widoczna na poªudniowym zachodzie, wi¦c
jej azymut a1 wynosi 225◦. Druga gwiazda jest w kierunku zachodnio-
póªnocno-zachodnim, wi¦c jej azymut a2 wynosi 292, 5◦.

E

N

W

S

NENW

SW SE

ENE

NNW

WSW

SSE

NNE

WNW

SSW

ESE

Musimy obliczy¢ dªugo±¢ boku w trójk¡cie sferycznym utworzo-
nym przez punkty A (pierwsz¡ gwiazd¦), B (drug¡ gwiazd¦) oraz
Z (zenit).
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N S

E

W

Z

B

A

h1h2

a

b
d

K¡t AZB w tym trójk¡cie jest ró»nic¡ azymutów tych gwiazd

∢AZB = a2 − a1 = 292, 5◦ − 225◦ = 67, 5◦.

Niech a i b b¦d¡ dªugo±ciami sferycznymi boków ZA i ZB od-
powiednio. Dla dowolnego punktu na sferze niebieskiej suma od-
legªo±ci sferycznej tego punktu od zenitu i wysoko±¢ sumuj¡ si¦
do 90◦. St¡d mamy nast¦puj¡ce równo±ci:

a = 90◦ − h1 = 90◦ − 52◦ = 38◦

b = 90◦ − h2 = 90◦ − 22◦ = 68◦.

Niech d oznacza odlegªo±¢ sferyczn¡ punktów A i B. Korzystaj¡c
z twierdzenia cosinusów dla trójk¡tów sferycznych w trójk¡cie
ABZ mamy:

cos d = cos a · cos b+ sin a · sin b · cos∢AZB.

St¡d

cos d = cos 38◦ · cos 68◦ + sin 38◦ · sin 68◦ · cos 67, 5◦

≈ 0, 51364.

Odlegªo±¢ k¡towa mi¦dzy gwiazdami wynosi zatem d ≈ 59, 09329◦.

Autorka rozwi¡zania: Zo�a Goªaska
Opieka merytoryczna: dr Adam Przestacki
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Zadania z kontekstem

�zycznym
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Obj¦to±¢ soczewki dwuwypukªej

Jaka jest obj¦to±¢ soczewki dwuwypukªej, która jest jednako-
wo zakrzywiona z obu stron, je±li punkt ±wietlny na obrazie w
odlegªo±ci a = 47cm przed soczewk¡ daje obraz w odlegªo±ci
α = 53cm za soczewk¡. Soczewka ma grubo±¢ d = 0, 4cm w
najgrubszym miejscu.
�ródªo: [1, sygn. 160, str. 7�8, matura z 5.02.1896 r.]

Rozwi¡zanie:
Ponownie, jak w przypadku zadania 4 omawianego w Cz¦±ci I
ksi¡»ki, mamy styczno±¢ z soczewk¡ dwuwypukª¡ � tym razem
symetryczn¡, tzn. promienie krzywizny R1 i R2 s¡ sobie równe.
Oznaczmy je jako R. Omawian¡ sytuacj¦ przedstawia poni»szy
rysunek.

o± optyczna

R

F

f

R

Ze wzgl¦du na fakt, »e nie zostaª podany wspóªczynnik zaªama-
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Obj¦to±¢ soczewki dwuwypukªej

nia o±rodka, w którym znajduje si¦ soczewka, przyjmujemy, »e
zanurzona jest ona w powietrzu (n0 ≈ 1). Zgodnie ze wzorami
ze strony 46, uzyskujemy relacj¦:

1
f
= (ns − 1)

2
R
.

Znamy odlegªo±¢ przedmiotu od soczewki a oraz odlegªo±¢ jej ob-
razu α. Korzystaj¡c z poª¡czenia powy»szego wzoru z równaniem
soczewki (patrz strona 47), otrzymujemy:

1
a
+
1
α
= (ns − 1)

2
R
,

sk¡d wyznaczamy promie« krzywizny:

R =
2 (ns − 1)
1
a +

1
α

=
2 (ns − 1)
1
47 +

1
53

=
2491 (ns − 1)

50
= 49, 82 (ns − 1) [cm] .

Aby obliczy¢ obj¦to±¢, musimy zauwa»y¢, »e omawiana bryªa
jest ograniczona przez dwie poª¡czone czasze. Przypomnijmy, »e
czasze byªy przez nas omawiane w Rozdziale 13. Szukan¡ obj¦-
to±¢ soczewki opisuje relacja Vs = 2V , gdzie przez V rozumiemy
obj¦to±¢ odcinka kuli o promieniu R. Zgodnie ze wzorem ze stro-
ny 120 przy h = d2 , otrzymujemy:

V =
π

3
h2(3R− h)

=
π(0, 2)2

3
(3 · 49, 82 · (ns − 1)− 0, 2)

= 6, 26057ns − 2, 62894
[
cm3

]
.

Ostatecznie, podwojona obj¦to±¢ odcinka kuli, czyli szukana ob-
j¦to±¢ soczewki, to:

Vs = 2(6, 26057ns − 2, 62894) = 12, 5211ns − 5, 25788
[
cm3

]
,
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gdzie ns jest wspóªczynnikiem zaªamania materiaªu, z którego
zostaªa wykonana soczewka.

Autorka rozwi¡zania: Adrianna Smoli«ska
Opieka merytoryczna: prof. UAM dr hab. Wojciech Dybalski

Maturzysta Caro prawdopodobnie pochodziª z rodziny gnie¹-
nie«skiego rabina, z której pochodziª równie» niemiecki hi-
storyk Jakob Caro zajmuj¡cy si¦ m.in. dziejami Polski. Bra-
kuje jednak akt, które mogªyby jednoznacznie potwierdzi¢
to przypuszczenie.

Fragment rozwi¡zania ucznia Caro, 5.02.1896 r.

Komentarz (Adrianna Smoli«ska):

Oryginalne rozwi¡zanie ucznia nie jest poprawne. Na pocz¡tku
zadania abiturient zastosowaª równanie, podstawiaj¡c zamiast
ogniskowej � promie«, tzn.

1
R
=
1
a
+
1
α

zamiast
1
f
=
1
a
+
1
α
.

W tre±ci zadania nie podano wspóªczynnika zaªamania materia-
ªu, z którego zostaªa wykonana soczewka. Oczekiwano wyniku od
niego zale»nego. W kontek±cie ówczesnych matur nie jest to za-
bieg cz¦sto spotykany, jednak wyst¦puje niekiedy w zadaniach do-
tycz¡cych zastosowa«.
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Cylinder

Cylinder korkowy (s = 0, 25) o ±rednicy 20cm, otoczony jest
cylindrowym pªaszczem oªowianym (s′ = 11, 38). Jak gruba musi
by¢ oªowiana powªoka, aby ciaªo le»¡ce na boku zanurzyªo si¦ do
poªowy w wodzie?
�ródªo: [1, sygn. 267, str. 3, 8 � 9], matura z 2. marca 1916 r.

Rysunek do zadania wykonany przez abiturienta, 2. marca
1916 r.
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Komentarz (Adrianna Smoli«ska):

W poleceniu, przy podaniu g¦sto±ci, nie zostaªy uwzgl¦dnione jed-
nostki! Zarówno g¦sto±¢ korka, jak i oªowiu, s¡ podane w g

cm3 .
W zadaniu skorzystam równie» z g¦sto±ci wody, zakªadaj¡c jej
przybli»on¡ warto±¢ 1 gcm3 .

Rozwi¡zanie:
Zacznijmy od wykonania rysunku ciaªa le»¡cego w wodzie oraz
jego przekroju poprzecznego. Zakreskowana cz¦±¢ to oªowiana
powªoka, wn¦trze jest korkowe.

R

r

x

Z polecenia wiemy, »e ±rednica cylindra korkowego wynosi 20cm,
zatem promie« mierzy r = 10cm. Przez R oznaczmy promie«
cylindra oªowianego, a przez x � dªugo±¢ ciaªa. Ponadto dane s¡
g¦sto±¢ korka s = 0, 25 gcm3 i oªowiu s′ = 11, 38 gcm3 . Szukan¡ jest
grubo±¢ oªowianej powªoki, czyli ró»nica R− r.

Siªa grawitacji:

Siªa grawitacji (inaczej ci¦»ar) to siªa, z jak¡ Ziemia przy-
ci¡ga obiekty do swojej powierzchni. Wyra»a si¦ wzorem:

Fg = mg,

gdzie m jest mas¡, a g przyspieszeniem ziemskim.
Jednostk¡ siªy jest niuton (oznaczany liter¡ N).

G¦sto±¢:

G¦sto±¢ (inaczej masa wªa±ciwa) ρ to stosunek masy do
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obj¦to±ci obiektu:
ρ =
m

V
.

Jednostk¡ g¦sto±ci w ukªadzie SI jest kgm3 .

Prawo Archimedesa:

Na ciaªo (cz¦±ciowo lub caªkowicie) zanurzone w pªynie
dziaªa pionowa, skierowana ku górze siªa wyporu Fw, któ-
rej warto±¢ jest równa ci¦»arowi pªynu wypartego przez to
ciaªo:

Fw = mpg = ρpV g,

gdzie mp to masa wypieranego pªynu, ρp to g¦sto±¢ wy-
pieranego pªynu, g � przyspieszenie grawitacyjne, V � ob-
j¦to±¢ wypieranego pªynu (równa obj¦to±ci zanurzonej w
pªynie cz¦±ci ciaªa).

Warto doda¢, »e je»eli ciaªo pªywa w pªynie, to warto±ci oddzia-
ªuj¡cych na nie siª wyporu oraz ci¦»ko±ci równowa»¡ si¦:

Fw = Fg.

Z tak¡ sytuacj¡ spotykamy si¦ w zadaniu - cylinder zanurzony
jest do poªowy w wodzie. Zauwa»my, »e ª¡cz¡c wzory na siª¦
grawitacji oraz g¦sto±¢, mo»emy przedstawi¢ ci¦»ar zgodnie ze
wzorem:

Fg = ρV g,

gdzie ρ jest g¦sto±ci¡ ciaªa.

Walec:

Walec koªowy prosty powstaje poprzez obrót prosto-
k¡ta wokóª jednego z jego boków. Podstaw¡ bry-
ªy jest koªo, a jej szeroko±¢ jest taka sama w ka»-
dym miejscu. Na pole powierzchni caªkowitej wal-
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ca skªadaj¡ si¦ dwa pola podstawy � Pp = πr2,
oraz pole powierzchni bocznej � Pb = 2πrh:

h

r

P = 2πr (r + h) ,

a obj¦to±¢ opisuje wzór:

V = πr2h,

gdzie r jest promieniem koªa w
podstawie, a h wysoko±ci¡ bry-
ªy.

Cylinder jest walcem, wi¦c jego obj¦to±¢ wyra»a si¦ powy»szym
wzorem. Na ci¦»ar ciaªa skªadaj¡ si¦ ci¦»ar korkowego cylindra i
jego oªowianej powªoki:

Fciaªa = gsπr2x+ gs′
(
πR2x− πr2x

)
,

gdzie πr2x to obj¦to±¢ cz¦±ci korkowej, a πR2x− πr2x � oªowia-
nej. Pozostaªo jedynie wzi¡¢ pod uwag¦, »e ciaªo ma by¢ zanu-
rzone do poªowy w wodzie. Zatem ci¦»ar wypartej wody to:

Fwody = swody · g ·
πR2x

2
.

Po uwzgl¦dnieniu, »e swody = 1
g
cm3 , otrzymujemy:

gπR2x

2
= gsπr2x+ gs′

(
πR2x− πr2x

)
.

Po skróceniu przyspieszenia ziemskiego g, dªugo±ci ciaªa x, liczby
π oraz uporz¡dkowaniu wyrazów, dostajemy:

R2 =
r2 (s− s′)(
1
2 − s′

) = 102 (0, 25− 11, 38)(
1
2 − 11, 38

) ≈ 102, 297794
[
cm2

]
.

Poniewa» R jest promieniem, wi¦c R > 0. Mo»emy zatem spier-
wiastkowa¢ obie strony:

R =
√
102, 2978 ≈ 10, 1142 [cm].
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Ostatecznie otrzymujemy:

R− r ≈ 10, 1142− 10 = 0, 1142 [cm] .

St¡d, aby ciaªo pªywaªo zanurzone do poªowy, oªowiana powªoka
powinna mie¢ grubo±¢ okoªo 0, 1142cm.

Autorka rozwi¡zania: Adrianna Smoli«ska
Opieka merytoryczna: prof. UAM dr hab. Michaª Jasiczak

Komentarz (Adrianna Smoli«ska):

W powy»szym zadaniu, Ci¦»ar kuli w sto»ku (21) i Aluminio-
wy ostrosªup (22) nie zostaªy uwzgl¦dnione niektóre jednostki.
Wspóªcze±nie ich brak przyprawiªby nas o zawrót gªowy! Jednak»e
ówcze±nie nie byªo to niczym zaskakuj¡cym. Trzy badane matu-
ry s¡ z lat 1916, 1905 oraz 1910. W poleceniach zada« pomini¦to
jednostki g¦sto±ci i ci¦»aru wªa±ciwego. S¡ to wielko±ci po±rednie,
tzn. takie, których wyznaczenie wymaga pomiarów innych wielko-
±ci w sposób bezpo±redni. Pomiar bezpo±redni wielko±ci �zycznej
polega na porównaniu jej z wielko±ci¡ wzorcow¡, umownie przy-
j¦t¡ za jednostk¦ miary danej wielko±ci. Wspóªcze±nie ka»dy z
nas jest przyzwyczajony do Mi¦dzynarodowego Ukªadu Jednostek
Miar � SI (fr. Système international d'unités), w którym pod-
stawowymi jednostkami s¡ metr, kilogram czy kelwin. Dla nie-
których czytelników zaskoczeniem mo»e okaza¢ si¦, »e ukªad ten
zostaª zatwierdzony dopiero w roku 1960 na XI Generalnej Kon-
ferencji Miar! Jednak»e historia miar si¦ga zarania dziejów, a po-
zostaªo±ci ich wzorców wyst¦puj¡ w najstarszych znaleziskach ar-
cheologicznych. Dawniej jednostki miar ustalane byªy niezale»nie
� nawet na tym samym obszarze geogra�cznym jednostki o jed-
nakowych nazwach potra�ªy nie±¢ za sob¡ zupeªnie inne znacze-
nie czy wielko±¢. Naszych abiturientów dotyczyªa Mi¦dzynarodo-
wa Konwencja Metryczna, której celem byªo ujednolicenie syste-
mu miar, podpisana w 1875 r. przez 17 pa«stw, w tym przez Jego
Cesarsk¡ Mo±¢ Cesarza Niemieckiego Wilhelma I Hohenzollerna.
Dotyczyªa ona przyj¦cia konwencji zaproponowanej w 1874 r.,
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mianowicie CGS (Centymetr � Gram � Sekunda) opracowanej
przez British Association for the Advancement of Science. Wów-
czas, np. siª¦ de�niowano w dynach, czyli

[
g·cm
s2

]
, co oznacza siª¦

nadaj¡c¡ ciaªu o masie 1g przyspieszenie równe 1 cms2 , tzn. 1 gal.
Obecnie jednostk¡ siªy jest równie» jednostka pochodna � niuton

[N ], de�niowany jako
[
kg·m
s2

]
, informuj¡cy o sile potrzebnej, aby

ciaªu o masie 1 kg nada¢ przyspieszenie równe 1 ms2 . Zakªadamy,
»e w przypadku nienazwania wielko±ci �zycznej w poleceniu, abi-
turienci rozpoznawali j¡ na podstawie innych danych. W ko«cu
styczno±¢ z tymi poj¦ciami mieli przez wi¦kszo±¢ swojej edukacji.
Zatem ich bezjednostkowo±¢ nie powinna mie¢ znaczenia! Alter-
natywnie, w trakcie rozwi¡zywania problemu, wiedz¡c do czego
d¡»¡, wnioskowa¢ mogli o wprowadzanej wielko±ci � rozró»niaj¡c
np. g¦sto±¢ od ci¦»aru wªa±ciwego. Sªu»y¢ mógª im wtedy, zna-
ny przez nas wszystkich, rachunek jednostek. Zakªadamy wi¦c, »e
standardow¡ dla nich (intuicyjn¡ b¡d¹ faktyczn¡) jednostk¡ g¦-
sto±ci byª

[
g
cm3

]
, a ci¦»aru wªa±ciwego

[
g

cm2·s2
]
. Wi¦cej o histo-

rii jednostek przeczyta¢ mo»na, np. w artykule Edwarda Musiaªa
�Pisownia oraz wymowa nazw i oznacze« jednostek miar� [7]. Za-
ch¦camy równie» do zgª¦bienia de�nicji obecnie przyjmowanych
konwencji � uzasadnienie sekundy czy kandeli mo»e zadziwi¢!

Zarówno w powy»szym zadaniu, jak i Ostrosªup w wodzie (22),
podczas przedstawiania rozwi¡za« przywoªujemy prawo Archime-
desa. Stosownym byªoby równie» jego u»ycie przy okazji rozwi¡-
zania zestawu II (zadanie 3) z matury z 1908 r. Zakªadamy, »e
ka»demu z czytelników znana jest grecka legenda o tym, w jakich
okoliczno±ciach zostaªo sformuªowane, niemniej jednak, pozwoli-
my sobie j¡ przypomnie¢. Legenda gªosi, »e król Syrakuz Hieron
II zwróciª si¦ do Archimedesa z pytaniem, czy korona wykona-
na przez syrakuza«skiego zªotnika jest w peªni zªota, czy mo»e
zawiera pozªacane srebro... Sprawdzenie owego faktu musiaªo od-
by¢ si¦ tak, by korona króla pozostaªa nieuszkodzona! Ówcze±nie
jedynym sposobem na zwery�kowanie faktu, czy z tego kruszcu
zrobiony jest przedmiot, byªo jego wyginanie � otó» zªoto jest
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Cylinder

materiaªem do±¢ mi¦kkim... Archimedes gªowiª si¦ i gªowiª, a»
podczas pewnej ze swoich k¡pieli zauwa»yª fakt niezwykle oczywi-
sty, lecz umykaj¡cy wszystkim wokóª � ilo±¢ wody wypªywaj¡cej z
wanny odpowiadaªa obj¦to±ci ciaªa zanurzanego w wodzie. Tutaj
narodziªo si¦ naukowe wykrzyknienie � �Eureka!� (gr. εϋρηκα),
oznaczaj¡ce �znalazªem!�. Wówczas Archimedes dokonaª ekspery-
mentu, w którym dwie bryªy o ci¦»arze równym koronie � jedn¡
ze zªota, drug¡ ze srebra � po kolei umieszczaª w zbiorniku z wo-
d¡, mierz¡c ilo±¢ wypartego pªynu. W ten sposób mógª porówna¢
g¦sto±¢ (i tym samym ci¦»ar wªa±ciwy) zªota i srebra. Ponownie
napeªniª naczynie, wrzucaj¡c koron¦. Okazaªo si¦, »e ilo±¢ wo-
dy, która wypªyn¦ªa, byªa wi¦ksza ni» w przypadku zªotej bryªy.
Oszustwo zªotnika zostaªo zdemaskowane! Prawo to jest szeroko
stosowane do dzi±, np. w obr¦bie nawigacji i in»ynierii morskiej
czy aeronautyce (bezpo±rednio w przypadku lotu balonem).
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Ci¦»ar kuli w sto»ku

Prosty sto»ek jest wykonany z materiaªu, którego ci¦»ar wªa±ciwy
wynosi σ = 2, 54, a waga to 840kg. Linia boczna sto»ka tworzy z
podstaw¡ k¡t i = 66◦54

′
. Jaki ci¦»ar ma najwi¦ksza kula wpisana

w sto»ek?
�ródªo: [1, sygn. 219, str. 8 � 9], matura przed 11.03.1905 r.

Komentarz (Adrianna Smoli«ska):

Tak, jak w poprzednim zadaniu (patrz Rozdziaª 20), w poleceniu
nie uwzgl¦dniono jednostki! Tym razem pomini¦to j¡ dla ci¦»aru
wªa±ciwego � Autorka rozwi¡zania przyj¦ªa, »e σ = 2, 54 kNm3 =
2540 Nm3 . Zwró¢my równie» uwag¦ na niecodzienny fakt wybrania
literki i jako oznaczenia miary k¡ta...
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Ci¦»ar kuli w sto»ku

Rozwi¡zanie:
Zacznijmy od narysowania sto»ka, wprowadzaj¡c niezb¦dne ozna-
czenia.

R

Hl

A B

C

i

S

Poprzez H oznaczona zostaªa wysoko±¢ sto»ka, przez R � pro-
mie« jego podstawy, l jest tworz¡c¡ (lini¡ boczn¡) sto»ka, nato-
miast i to k¡t pomi¦dzy tworz¡c¡ i promieniem. Powoªuj¡c si¦
na teori¦ wprowadzon¡ na stronie 34, przypomnijmy wzór na
obj¦to±¢ sto»ka:

V =
1
3
πR2H.

Narysujmy przekrój osiowy tego» sto»ka, czyli trójk¡t △ABC.
Interesuje nas zawarty w nim trójk¡t △SBC.

R

Hl

A B

C

i

S

Zauwa»my, »e trójk¡t △SBC jest prostok¡tny, dzi¦ki czemu, po-
woªuj¡c si¦ na teori¦ ze strony 39, mo»emy skorzysta¢ z de�nicji
funkcji trygonometrycznych sinus oraz cosinus. Wyznaczmy za-
le»no±ci pomi¦dzy wysoko±ci¡ H, tworz¡c¡ l oraz promieniem R:

sin i =
H

l
⇒ H = l sin i,
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Ci¦»ar kuli w sto»ku

cos i =
R

l
⇒ R = l cos i.

W celu policzenia dªugo±ci H, l oraz R, potrzebujemy skorzysta¢
z danych o masie sto»ka oraz ci¦»arze wªa±ciwym materiaªu, z
którego zostaª on wykonany.

Ci¦»ar wªa±ciwy:

Stosunek ci¦»aru Fg do obj¦to±ci V ciaªa nazywamy ci¦-
»arem wªa±ciwym σ, tzn.

σ =
Fg
V
.

Wiedz¡c, »e ci¦»ar jest iloczynem masy i przyspieszenia
ziemskiego, mo»emy zapisa¢ zale»no±¢ mi¦dzy ci¦»arem
wªa±ciwym a g¦sto±ci¡ ρ:

σ =
mg

V
= ρg,

gdzie g jest przyspieszeniem ziemskim.

Podstawiaj¡c dane do wzoru na obj¦to±¢ sto»ka, mamy:

V =
1
3
π(cos i)2l3 sin i.

Wprowadzaj¡c powy»sze wyliczenie do wzoru na ci¦»ar wªa±ciwy,
dostajemy:

σ =
mg

V
=

mg
1
3π(cos i)

2l3 sin i
.

Przeksztaªcaj¡c otrzymany wzór, wyznaczamy wzór na tworz¡-
c¡ l:

l = 3

√
3mg

σπ(cos i)2 sin i
.

Za pomoc¡ kalkulatora obliczamy:

sin i ≈ 0, 92 oraz cos i ≈ 0, 392.
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Ci¦»ar kuli w sto»ku

Podstawiaj¡c znane warto±ci do wzoru na tworz¡c¡ l, przyjmuj¡c
przybli»enie π ≈ 3, 14 oraz g ≈ 9, 81 ms2 otrzymujemy:

l = 3

√
3 · 840 · 9, 81

2540 · 3, 14 · (0, 392)2 · 0, 92
≈ 2, 7989 [m].

Nast¦pnie wyliczamy warto±ci liczbowe wysoko±ci H i promie-
nia R:

H ≈ 2, 575 [m] oraz R ≈ 1, 0971 [m].

Skupimy si¦ teraz na okr¦gu wpisanym w trójk¡t △ABC.

A B

C

r

Skorzystamy ze wzoru na promie« okr¦gu wpisanego w trójk¡t
(patrz str. 41). Wiedz¡c, »e trójk¡t △ABC jest równoramienny
o dªugo±ci ramion |AC| = |BC| = l i podstawie |AB| = 2R,
mo»emy zapisa¢:

r =

√
(p− 2R)(p− l)2

p
,

gdzie p jest poªow¡ obwodu trójk¡ta, czyli u nas:

p =
1
2
(2R+ 2l) = l +R.

Po wykonaniu niezb¦dnych oblicze«, otrzymujemy przybli»on¡
warto±¢ promienia okr¦gu:

r ≈ 0, 7251 [m].
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Ci¦»ar kuli w sto»ku

Znaj¡c zale»no±¢ ci¦»aru i ci¦»aru wªa±ciwego, powoªuj¡c si¦ na
wzór na obj¦to±¢ kuli (patrz str. 36), mo»emy obliczy¢ poszuki-
wany ci¦»ar najwi¦kszej kuli wpisanej w sto»ek:

Fg = mg = σV = σ ·
4
3
πr3 ≈ 4056, 17 [N ].

Co ko«czy rozwi¡zanie.

Autorka rozwi¡zania: Anna Szymczyk
Opieka merytoryczna: dr Paweª Pªaczek
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Aluminiowy ostrosªup

Regularny ostrosªup sze±ciok¡tny wykonany z aluminium (s =
2, 59) ma wysoko±¢ 25,23cm i wa»y 6000 gramów. Jak dªugie s¡
jego kraw¦dzie i pod jakim k¡tem s¡ nachylone do podstawy?
�ródªo: [1, sygn. 246, str. 34 � 36], matura z 21.01.1910 r.

Tre±¢ zadania zapisana przez Zygmunta Karpi«skiego,
21.01.1910 r.
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Aluminiowy ostrosªup

Komentarz (Adam Nawrocki):

Za pomini¦t¡ jednostk¦ g¦sto±ci przyjmiemy g
cm3 .

Rozwi¡zanie:
Zacznijmy od narysowania sytuacji z polecenia.

W zadaniu skorzystamy z nast¦puj¡cych oznacze«: V oznacza
obj¦to±¢ ostrosªupa, m � jego mas¦, a Pp � pole podstawy. Sym-
bol l oznacza dªugo±¢ kraw¦dzi bocznej, natomiast α � k¡t mi¦-
dzy kraw¦dzi¡ boczn¡ a podstaw¡. Oznaczenie a odnosi si¦ do
dªugo±ci kraw¦dzi podstawy, a s do g¦sto±ci materiaªu ostrosªupa
(patrz str. 176). Korzystaj¡c z de�nicji g¦sto±ci jako stosunku
masy do obj¦to±ci:

m = V · s

6000g = V · 2, 59 g
cm3

V =
6000g
2, 59 gcm3

V = 2316, 60cm3

Maj¡c obj¦to±¢ oraz wysoko±¢, mo»emy wyliczy¢ pole podstawy
ostrosªupa w nast¦puj¡cy sposób:

V = Pp · h
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Aluminiowy ostrosªup

Pp =
2316, 60cm3

25, 23cm

Pp = 91, 82cm2

Wiemy, »e pole sze±ciok¡ta foremnego to pole sze±ciu trójk¡tów
równobocznych o boku równym boku sze±ciok¡ta, wi¦c mo»emy
st¡d wyliczy¢ a2:

Pp = 6 ·
a2
√
3
4

Pp = 3 ·
a2
√
3
2

3 · a
2
√
3
2
= 91, 82cm2

a2
√
3 = 61, 21cm2

a2 = 35, 38cm2

Z twierdzenia Pitagorasa (patrz str. 35) wiemy, »e:

l2 = h2 + a2

l =
√
h2 + a2

l = 25, 92cm

Wiemy te», »e:

sin(α) =
h

l
= 0, 97

sin(76◦) ≈ 0, 97

Wi¦c α = 76◦, a l = 25, 92.

Autor rozwi¡zania: Adam Nawrocki
Opieka merytoryczna: prof. UAM dr hab. Michaª Jasiczak
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Aluminiowy ostrosªup

Sylwetka abiturienta: Zygmunt Karpi«-
ski, ur. 24 marca 1892 w Gnie¹nie. Ma-
tur¦ zdawaª w 1910 r. Jego ojcem byª
adwokat Antoni Karpi«ski, obro«ca pol-
skich dziaªaczy niepodlegªo±ciowych przed
s¡dami pruskimi. Bratem matki Zygmun-
ta, Wandy, byª Heliodor �wi¦cicki, zaªo-
»yciel i pierwszy rektor Uniwersytetu Po-
zna«skiego. Zygmunt studiowaª ekonomi¦
w Strasburgu, Monachium i Berlinie. W

okresie mi¦dzywojennym peªniª funkcje m.in. sekretarza Ko-
mitetu Organizacyjnego oraz dyrektora dziaªu walutowego
Banku Polskiego. W 1939 r. odpowiadaª za ewakuacj¦ zªota,
dewiz i dokumentów Banku Polskiego (emisyjnego) z War-
szawy do Francji. Zmarª 2 lutego 1981 r. w Warszawie.
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Aluminiowy ostrosªup

Rysunek pogl¡dowy i fragment rozwi¡zania sporz¡dzone przez
Zygmunta Karpi«skiego, 21.01.1910 r.

193





23
Ostrosªup w wodzie

Drewniany ostrosªup o wysoko±ci h = 15,5cm unosi si¦ w wo-
dzie tak, »e podstawa jest równolegªa do ta�i wody oraz czubek
wystaje na wysoko±¢ h1 = 9,3cm ponad poziom wody. Jaki jest
ci¦»ar wªa±ciwy ostrosªupa?
�ródªo: [1, sygn. 228, str. 4, 9 � 10], matura z 6.02.1907 r.

Tre±¢ zadania zapisana przez Józefa Chilomera, 6.02.1907 r.
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Ostrosªup w wodzie

Rozwi¡zanie:
Poni»ej przedstawiamy rysunek w rzucie bocznym.

Na potrzeby zadania przyjmujemy, »e przyspieszenie ziemskie
wynosi g = 10 Nkg , a g¦sto±¢ wody to dw = 1000

kg
m3 . Ci¦»ar wªa±ci-

wy γw wody mo»na wyrazi¢ wzorem γw = dwg = 1000
kg
m3 ·10

N
kg =

10000 Nm3 (patrz str. 176).

Wiemy, »e stosunek wysoko±ci wystaj¡cej nad wod¦ cz¦±ci ostro-
sªupa do wysoko±ci caªego ostrosªupa to

9,3
15,5
=
3
5
.

Jednokªadno±¢:

Jednokªadno±ci¡ o ±rodku O i skali k ̸= 0 nazywamy
przeksztaªcenie geometryczne, które ka»demu punktowi A
przypisuje taki punkt A′, »e punkty O, A, A′ le»¡ na jed-
nej prostej, speªnione jest

|OA′| = |k| · |OA|

oraz punkty A,A′ le»¡ po tej samej stronie punktu O
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Ostrosªup w wodzie

dla k > 0, za± po przeciwnej dla k < 0. Na poni»szym
rysunku trójk¡t A′B′C ′ jest obrazem trójk¡ta ABC w
jednokªadno±ci o ±rodku w O i pewnej skali 0 < k < 1.

O

A

B C

A′

B′ C ′

Wystaj¡ca nad wod¦ cz¦±¢ ostrosªupa jest obrazem caªego ostro-
sªupa w jednokªadno±ci o ±rodku w wierzchoªku ostrosªupa, w
skali 35 . Z wªasno±ci podobie«stwa �gur wiemy, »e stosunek obj¦-
to±ci wystaj¡cej nad wod¦ cz¦±ci ostrosªupa do obj¦to±ci caªego
ostrosªupa jest sze±cianem skali jednokªadno±ci, czyli

V1
V
=
(
3
5

)3
=
27
125
,

gdzie V1 to obj¦to±¢ wystaj¡cej nad wod¦ cz¦±ci ostrosªupa. Po
przemno»eniu stronami przez V otrzymujemy

V1 =
27
125
V.

W dalszej cz¦±ci rozwi¡zania skorzystamy z prawa Archimede-
sa (patrz str. 177). Wiemy zatem, »e ci¦»ar wody Qw wypartej
przez ostrosªup jest równy ci¦»arowi caªego ostrosªupa Qs. Ci¦-
»ar wªa±ciwy ostrosªupa γs to ci¦»ar podzielony przez obj¦to±¢,
zatem

γs =
Qs
V
=
Qw
V
.
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Ostrosªup w wodzie

Analogicznie ci¦»ar wªa±ciwy wody wynosi

γw =
Qs
V − V1

.

Podstawiaj¡c za V1 wyznaczon¡ warto±¢, otrzymujemy

γw =
Qs

V − 27
125V

=
125
98
Qs
V
=
125
98
γs,

czyli

γs =
98
125
γw =

98
125
· 10000 N

m3
= 7840

N

m3
.

Autor rozwi¡zania: Adam Nawrocki
Opieka merytoryczna: prof. UAM dr hab. Maªgorzata Bednarska-
Bzd¦ga

Sylwetka abiturienta: Józef Chilomer,
ur. 16 marca 1885 r. w Dominowie (pow.
�roda). Matur¦ zdawaª w 1907 r. Studio-
waª w Seminarium Duchownym w Pozna-
niu i w Gnie¹nie. �wi¦cenia przyj¡ª 15
lutego 1913 r. w Gnie¹nie. Od 1923 r.
do ±mierci proboszcz gnie¹nie«skiej para-
�i p.w. ±w. Wawrzy«ca. Aresztowany 26

sierpnia 1940 r. Przebywaª w obozach koncentracyjnych w
Sachsenhausen i Dachau, gdzie zmarª 5 sierpnia 1942 r.
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Ostrosªup w wodzie

(a) Fragment rozwi¡zania
Józefa Chilomera, 6.02.1907 r.

(b) Komentarz nauczyciela: O
któr¡ powierzchni¦ ci¦cia cho-
dzi? (z niemieckiego)
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Cz¦±¢ VII

Zadania z gimnazjum w

Trzemesznie
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Trójk¡t i równanie wykªadnicze

W trójk¡cie pªaskim dwa z boków maj¡ dªugo±¢ x, gdzie x jest
rozwi¡zaniem równania

10(x−4)(x−5) = 100.

Miara k¡ta le»¡cego naprzeciwko wi¦kszego boku wynosi 43◦.
Oblicz pole tego trójk¡ta.
�ródªo: [2, sygn. 40, str. 328�330], egzamin z 7.07.1851,

ucze« Józef S¡chocki

Rozwi¡zanie:
Obliczmy dªugo±ci boków trójk¡ta, rozwi¡zuj¡c równanie wy-
kªadnicze:

10(x−4)(x−5) = 100

10(x−4)(x−5) = 102

Z ró»nowarto±ciowo±ci funkcji wykªadniczej otrzymujemy wów-
czas równanie kwadratowe:

(x− 4)(x− 5) = 2
x2 − 4x− 5x+ 20− 2 = 0

x2 − 9x+ 18 = 0

Obliczmy jego wyró»nik:

∆ = (−9)2 − 4 · 1 · 18 = 81− 72 = 9
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Trójk¡t i równanie wykªadnicze

Pierwiastek z wyró»nika wynosi zatem:
√
∆ = 3

St¡d:

x1 =
9− 3
2
= 3

x2 =
9 + 3
2
= 6

Dªugo±ci boków trójk¡ta wynosz¡ zatem 3 i 6, czyli b = 6 oraz
c = 3.

A

B CD a

h

c b

43◦

Rozwa»aj¡c trójk¡t prostok¡tny ABD dostajemy warto±¢ wy-
soko±ci h (patrz de�nicje funkcji trygonometrycznych na stro-
nie 39):

sin 43◦ =
h

3
h = 3 · sin 43◦

h ≈ 3 · 0, 6820 = 2, 046

Obliczmy teraz sinus k¡ta ∠C:

sin∠C =
h

6

204



Trójk¡t i równanie wykªadnicze

sin∠C ≈ 2, 046
6

sin∠C ≈ 0, 341

St¡d miara k¡ta C wynosi 20◦. K¡t przy wierzchoªku Ama zatem
miar¦:

|∠A| ≈ 180◦ − 20◦ − 43◦ = 117◦

Z twierdzenia sinusów (patrz str. 42) dla trójk¡ta ABC otrzymu-
jemy:

a

sin∠A
=

3
sin∠C

a =
3 · sin∠A
sin∠C

To pozwala nam na znalezienie warto±ci sin∠A:

sin∠A ≈ sin 117◦ = sin(180◦ − 63◦) = sin 63◦ ≈ 0, 891

St¡d:

a ≈ 3 · 0, 891
0, 341

= 7, 838

Obliczamy pole trójk¡ta:

P =
a · h
2
≈ 7, 838 · 2, 046

2
≈ 8, 019 ≈ 8, 02 [j2]

Autorka rozwi¡zania: Aurelia Tycka�Witek
Opieka merytoryczna: dr J¦drzej Garnek
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Równanie wymierne

Wyznacz x z poni»szego równania:

0, 5− 3, 5x
x− 2

− 24− 3x
8

= 0, 375x.

�ródªo: [2, sygn. 73, str. 38], egzamin z 1.09.1911 r.

Rozwi¡zanie:
Z postaci równania wynika, »e x ̸= 2. Mno»¡c równanie przez
8(x− 2) otrzymujemy:

0, 5(8x− 16)− 3, 5x · 8− (24− 3x)(x− 2) = 0, 375x(8x− 16)
4x− 8− 28x− 24x+ 3x2 + 48 = 3x2 − 6x

Upraszczaj¡c:

3x2 − 3x2 + 4x− 28x− 24x− 6x+ 6x = 8− 48
−48x = −40

St¡d dostajemy x = 56 .

Autorka rozwi¡zania: Aurelia Tycka�Witek
Opieka merytoryczna: dr J¦drzej Garnek
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Marki

A miaª 327 marek, a B miaª 237 marek. Ile marek B powinien
przekaza¢ A, aby A miaª trzy razy wi¦cej ni» B zostawiª dla
siebie?
�ródªo: [2, sygn. 79, str. 101], egzamin z marca 1916, ucze« Struck

Rozwi¡zanie:
Zaªó»my, »e B musi da¢ A x marek. Wówczas A b¦dzie miaª
327 + x marek. Poniewa» A ma 3 razy wi¦cej ni» B, dostajemy
równanie:

327 + x = 3(237− x)
327 + x = 711− 3x
x+ 3x = 711− 327
4x = 384

x = 96

Odpowied¹: B musi da¢ A 96 marek.

Autorka rozwi¡zania: Aurelia Tycka�Witek
Opieka merytoryczna: dr J¦drzej Garnek
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Tablice logarytmiczne
i suwak logarytmiczny

Podczas egzaminów maturalnych studenci mieli mo»liwo±¢ korzy-
stania z tablic logarytmicznych. Tablice logarytmiczne zawie-
raªy warto±ci logarytmów dziesi¦tnych i naturalnych dla ró»nych
liczb, co uªatwiaªo wykonywanie skomplikowanych oblicze« ma-
tematycznych przed er¡ kalkulatorów. Po raz pierwszy zostaªy

Tablice logarytmiczne autorstwa prof. dra Adolfa Greve, �Fünfstelli-

ge logarithmische und trigonometrische Tafeln nebst einer grösseren

Anzahl von Hilfstafeln�, 1907 r.

211



Tablice logarytmiczne i suwak logarytmiczny

wprowadzone przez Johna Napiera w 1614 roku, a ich rozwini¦-
cie i popularyzacj¦ przypisuje si¦ Henry'emu Briggsowi. Pozwa-
laªy na zamian¦ mno»enia i dzielenia na prostsze operacje do-
dawania i odejmowania. Ponadto zawieraªy warto±ci logarytmu
i funkcji trygonometrycznych. Dzi¦ki temu byªy nieocenionym
narz¦dziem w obliczeniach geodezyjnych, nawigacyjnych i astro-
nomicznych. Pozwalaªy na szybkie obliczenia, eliminuj¡c koniecz-
no±¢ wykonywania skomplikowanych operacji r¦cznie. W pó¹niej-

Obliczenia wykonywane przez abiturienta za pomoc¡ tablic logaryt-

micznych w jednym z zada« maturalnych

szych latach tablice zostaªy cz¦±ciowo zast¡pione suwakami lo-
garytmicznymi. Byªy to przyrz¡dy uªatwiaj¡ce obliczenia, po-
wszechnie u»ywane, zwªaszcza przez in»ynierów, a» do lat 70.�80.
XX wieku, kiedy to ostatecznie wyparªy je kalkulatory. Postara-
my si¦ teraz przybli»y¢ dziaªanie suwaka � opiszemy jego budow¦,
wprowadzimy niezb¦dne poj¦cia oraz nauczymy si¦ wykonywa¢
na nim podstawowe dziaªania. Ze wzgl¦du na pogl¡dowy charak-
ter tekstu, pominiemy kwestie zwi¡zane z wykonywaniem obli-

212



Tablice logarytmiczne i suwak logarytmiczny

cze« zªo»onych.

Suwak logarytmiczny skªada si¦ z trzech cz¦±ci: linijki � cz¦-
±ci staªej z wy»ªobieniem, wysuwki, która porusza si¦ wzdªu»
wy»ªobienia linijki, oraz ruchomego okienka ze szkieªkiem, na
którym zaznaczone s¡ 2 albo 3 rysy prostopadªe do osi linijki.
Podstawowe skale znajduj¡ce si¦ na suwaku to A, B, C, D, I, K,
L (ich nazwy mog¡ si¦ ró»ni¢ w zale»no±ci od suwaka � np. tego,
kiedy byª tworzony i panuj¡cych wówczas standardów). Tylko
skala L jest równomierna � odlegªo±ci mi¦dzy kreskami s¡ jedna-
kowe, jak na zwykªej linijce; pozostaªe skale s¡ logarytmiczne �
odst¦py mi¦dzy kreskami odpowiadaj¡ warto±ciom logarytmów
dziesi¦tnych z kolejnych liczb (dlatego te» taka linijka zaczyna
si¦ od jedynki � log 1 = 0). W skali logarytmicznej odlegªo±ci
mi¦dzy kreskami malej¡.

Poniewa» log(10n · a) = n + log a, dla a ∈ [1, 10], n ∈ N,
skala logarytmiczna dla przedziaªu [10n, 10n + 1] jest kopi¡ skali
[1, 10]. Przykªadowo, gdy n = 1, a = 2, otrzymujemy log 20 =
log(101 · 2) = 1 + log 2 � wobec tego liczba 20 jest zaznaczona
na linijce w odlegªo±ci log 2 od 10, dokªadnie tak samo jak 2 od 1.

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

20

Zanim przejdziemy do praktycznego u»ywania suwaka w obli-
czeniach, wprowadzimy poj¦cie ilo±ci cyfr danej liczby. Jest to
niezb¦dne, »eby prawidªowo umiejscowi¢ przecinek w wyniku.
Dla liczb wi¦kszych od jeden ilo±¢ cyfr jest dodatnia i równa jest
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Suwak logarytmiczny marki NESTLER z 1912 r.
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ilo±ci cyfr przed przecinkiem, np. 365, 12 ma +3 cyfry. Dla liczb
mniejszych od jeden ilo±¢ cyfr jest ujemna lub zerowa i równa
jest ilo±ci zer po przecinku do pojawienia si¦ pierwszej niezero-
wej cyfry; np. 0, 11 posiada 0 cyfr, a 0, 000977 − 3 cyfry. Ka»-
de dziaªanie na suwaku wykonujemy w ±ci±le okre±lony sposób,
kieruj¡c si¦ zasadami zwi¡zanymi z wyborem skal, ustawianiem
liczb na suwaku, sposobem odczytania wyniku i ustaleniem jego
rz¦du wielko±ci (umiejscowienie przecinka).

Zacznijmy od najprostszego dziaªania � mno»enia. Mno»e-
nie liczb za pomoc¡ suwaka oparte jest na twierdzeniu log ab =
log a+ log b. Do obliczania iloczynów wykorzystywana jest skala
D � na linijce, oraz C � na wysuwce. W celu pomno»enia dwóch
liczb, pierwsz¡ z nich ustawiamy na podziaªce nieruchowej D.
Przesuwamy wysuwk¦ tak, by jedynka pocz¡tkowa wysuwki by-
ªa naprzeciwko naszej liczby. Wynik odczytujemy na podziaªce
D, pod drug¡ liczb¡ znajduj¡c¡ si¦ na wysuwce. Ilo±¢ cyfr iloczy-
nu dwóch liczb równa si¦ sumie cyfr czynników minus 1, je»eli
wysun¦li±my wysuwk¦ w prawo, je»eli natomiast wysuwka byªa
wysuni¦ta w lewo � po prostu sumie cyfr. Ten drugi przypadek
ma miejsce, kiedy po ustawieniu jedynki pocz¡tkowej nad pierw-
sz¡ liczb¡, druga liczba zostanie wysuni¦ta poza linijk¦ (nic pod
ni¡ nie odczytamy). Wtedy zamiast jedynki ustawiamy nad na-
sz¡ liczb¡ kolejn¡ pot¦g¦ dziesi¡tki (lub tak zwan¡ jedynk¡ ko«-
cow¡ � w zale»no±ci od dªugo±ci suwaka).

Przykªad
W celu obliczenia 1, 1·1, 3, ustawiamy 1, 1 na podziaªce D pod je-
dynk¡ pocz¡tkow¡ podziaªki C. Wynik odczytujemy na podziaª-
ce D, pod 1, 3 na wysuwce. Poniewa» wysun¦li±my wysuwk¦ w
prawo, ilo±¢ cyfr wyniku wynosi 1+1−1 = 1. Ostatecznie otrzy-
mujemy 1, 1 · 1, 3 = 1, 43.
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Dzielenie liczb na suwaku opiera si¦ na twierdzeniu log ab =
log a − log b. Tutaj równie» wykorzystywane s¡ skale C oraz D.
W celu podzielenia dwóch liczb, przesuwamy wysuwk¦ tak, aby
dzielnik ustawiony na wysuwce znalazª si¦ nad dzieln¡ na linij-
ce. Wynik odczytujemy na podziaªce D pod jedynk¡ pocz¡tko-
w¡ (wówczas ilo±¢ cyfr ilorazu równa jest ró»nicy cyfr dzielnej i
dzielnika plus 1) lub ko«cow¡ (ilo±¢ cyfr wyniku to ró»nica cyfr
dzielnej i dzielnika). Nale»y pami¦ta¢ o wyj¡tku od tej reguªy:
kiedy dzielimy jedynk¦ przez liczb¦, stosujemy si¦ do niej tylko
wtedy, gdy wysuwamy wysuwk¦ w lewo.

Przykªad
Aby uzyska¢ wynik dziaªania 2 : 5, ustawiamy dzieln¡ na po-
dziaªce D pod dzielnikiem na wysuwce. Iloraz odczytujemy na
podziaªce D pod jedynk¡ ko«cow¡ podziaªki C. Ilo±¢ cyfr wyni-
ku jest zatem równa 1− 1 = 0, czyli ostatecznie 2 : 5 = 0, 4.
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Kolejnym przydatnym dziaªaniem, jakie mo»emy wykona¢
na suwaku, jest wyznaczanie czwartej liczby z proporcji
x : a = b : c. Tu równie» ograniczamy si¦ do podziaªek C i D.
Liczb¦ b na skali C ustawiamy nad liczb¡ c na skali D. Na skali
C odczytujemy liczb¦ znajduj¡c¡ si¦ nad liczb¡ a le»¡c¡ na skali
D � jest to nasze szukane x. Aby ustali¢ ilo±¢ cyfr wyniku x,
stosujemy nast¦puj¡c¡ zasad¦: dla ka»dej pary liczb stoj¡cych
naprzeciw siebie na skalach C i D, ró»nica ilo±ci cyfr jest taka
sama.

Przykªad
Aby wyznaczy¢ x z proporcji x : 7 = 1, 2 : 1, 4, ustawiamy 1, 2
na podziaªce C nad 1, 4 na podziaªce D. Wynik odczytujemy na
podziaªce C nad 7 na skali D. Aby ustali¢ ilo±¢ cyfr wyniku,
obliczamy 1 − 1 = y − 1, sk¡d y = 1. Ostatecznie uzyskujemy
x = 6.
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Do obliczania kwadratu danej liczby u»ywamy dobrze ju»
znanej skali D oraz skali A. W tym dziaªaniu po raz pierwszy
wykorzystamy okienko ze szkieªkiem. Kresk¦ okienka ustawiamy
na naszej liczbie na skali D i odczytujemy wynik pod kresk¡ na
skali A � je»eli jest to lewa poªowa skali A, ilo±¢ cyfr wyniku rów-
na si¦ podwojonej ilo±ci cyfr naszej liczby minus 1; je»eli prawa
� podwojonej ilo±ci cyfr liczby.

Nieco bardziej skomplikowane jest obliczanie pierwiastka
kwadratowego z danej liczby b. Najpierw grupujemy cyfry licz-
by a po dwie: je»eli b > 1 � w lewo od przecinka, je»eli b < 1 � w
prawo. W przypadku, gdy w pierwszej grupie z cyframi niezero-
wymi mamy tylko jedn¡ cyfr¦ ró»n¡ od zera, liczb¦ a ustawiamy
w lewej poªowie skali A, je»eli dwie cyfry � w prawej. Wynik od-
czytujemy pod kresk¡ okienka na skali D. Ilo±¢ cyfr pierwiastka
z liczby a to ilo±¢ grup, gdy b > 1, oraz ilo±¢ grup zerowych ze
znakiem minus, gdy b < 1.
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Aby podnie±¢ liczb¦ do pot¦gi trzeciej, poza skal¡ D, wyko-
rzystujemy te» skal¦ K, która jest podzielona na trzy jednakowe
cz¦±ci. Ustawiamy nasz¡ liczb¦, za pomoc¡ kreski okienka, na
skali D, wynik odczytujemy pod kresk¡ okienka na skali K. Ilo±¢
cyfr wyniku zale»y od tego, w której cz¦±ci skali K znajduje si¦
wynik. Je»eli w prawej, ilo±¢ cyfr to potrojona ilo±¢ cyfr naszej
liczby. Je»eli w ±rodkowej � potrojona ilo±¢ cyfr liczby minus 1.
Je»eli natomiast w lewej � potrojona ilo±¢ cyfr liczby minus 2.

Na koniec poka»emy, jak za pomoc¡ suwaka logarytmicznego
wyznacza¢ pierwiastek trzeciego stopnia z danej liczby. Tak
jak w przypadku pierwiastka kwadratowego, najpierw dzielimy
dan¡ liczb¦ b na grupy � po trzy cyfry w lewo od przecinka, gdy
b > 1, oraz po trzy cyfry w prawo od przecinka, gdy b < 1.
Od tego podziaªu zale»y, w której cz¦±ci skali K ustawimy nasz¡
liczb¦. Je»eli skrajna lewa grupa ma tylko jedn¡ cyfr¦, ustawia-
my b w lewej cz¦±ci skali K. Je»eli dwie � w ±rodkowej, je»eli
za± trzy � w prawej. Wynik odczytujemy pod kresk¡ okienka na
skali D. Ilo±¢ cyfr pierwiastka sze±ciennego z liczby b jest równa
ilo±ci grup w przypadku, gdy b > 1, oraz ilo±ci grup zerowych ze
znakiem minus, gdy b < 1.
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Oczywi±cie wykonywanie rachunków na suwaku logarytmicz-
nym jest obarczone bª¦dami, jednak dzi¦ki dobrym wªasno±ciom
skali logarytmicznej, s¡ one akceptowalnie maªe. Warto nadmie-
ni¢, »e skala logarytmiczna jako jedyna daje w przybli»eniu staªy
bª¡d wzgl¦dny odczytu. Ponadto dokªadno±¢ rachunków zale»y
od dªugo±ci skali suwaka, dokªadno±ci ustawienia i odczytania
danej liczby oraz ilo±ci dziaªa«, jakie zdecydowali±my si¦ wyko-
na¢ za pomoc¡ suwaka ª¡cznie (wówczas im mniej ustawie« i
odczyta« liczb oraz przerzutów suwaka, tym dokªadniejszy wy-
nik ko«cowy).

Autorka tekstu: Klaudia Piwowarczyk
Autorka ilustracji: Adrianna Smoli«ska
Opracowano na podstawie: [5].
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